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Ãëàâà 1

Îñíîâíi ïîíÿòòÿ êîìïëåêñíîãî àíà-
ëiçó

�1.1. Îïåðàöi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè
Êîìïëåêñíèì ÷èñëîì íàçèâàþòü âèðàç z = x + iy, äå x òà y � äié-

ñíi ÷èñëà, i � öå ñèìâîë, ùî íàçèâàþòü óÿâíîþ îäèíèöåþ, òîáòî ÷èñëî,
êâàäðàò ÿêîãî äîðiâíþ¹ -1, i2 = −1.

Äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 ðiâíi îäíå îäíîìó,
ÿêùî x1 = x2 òà y1 = y2.

Êîìïëåêñíå ÷èñëî z2 = x2 + iy2 íàçèâàþòü êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèì
äî z1 = x1 + iy1, ÿêùî x2 = x1 i y2 = −y1. Êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå äî ÷èñëà
z ïîçíà÷àþòü ÿê z. Òàêèì ÷èíîì, x + iy = x− iy.

Êîìïëåêñíå ÷èñëî z ìîæíà ïîäàòè òàêîæ ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîð-
ìi z = x + iy = ρ (cos ϕ + i sin ϕ) òà ó ïîêàçíèêîâié ôîðìi z = ρeiϕ.
Ïîëÿðíèé ðàäióñ ρ íàçèâàþòü ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà òà ïîçíà÷à-
þòü |z|, à ïîëÿðíèé êóò ϕ � éîãî àðãóìåíòîì òà ïîçíà÷àþòü ÿê Argz.
Íà âiäìiíó âiä ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà |z| =

√
x2 + y2 ≥ 0, ùî âè-

çíà÷åíèé îäíîçíà÷íî, àðãóìåíò

Argz =

{
arctg (y/x) + 2kπ â I òà IV êâàäðàíòàõ
arctg (y/x) + (2k + 1)π â II òà III êâàäðàíòàõ

âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî áóäü-ÿêîãî öiëîãî k ∈ Z.
Îñíîâíi îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çäiéñíþþòüñÿ òàêèì

æå ÷èíîì, ÿê îïåðàöi¨ íàä ïîëiíîìàìè âiäíîñíî i:
• Ñóìîþ z1 + z2 êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2
íàçèâàþòü êîìïëåêñíå ÷èñëî

z = z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2).

• Ðiçíèöåþ z1 − z2 êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2
íàçèâàþòü êîìïëåêñíå ÷èñëî

z = z1 − z2 = (x1 − x2) + i(y1 − y2).

• Äîáóòêîì z1z2 êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2
íàçèâàþòü êîìïëåêñíå ÷èñëî

z = z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2).
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• ×àñòêîþ z1/z2 âiä äiëåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z1 = x1 + iy1 íà
êîìïëåêñíå ÷èñëî z2 = x2 + iy2 6= 0 íàçèâàþòü êîìïëåêñíå ÷èñëî

z = z1/z2 =
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2
+ i

y1x2 − x1y2

x2
2 + y2

2
.

Îïåðàöiÿ äiëåííÿ ìà¹ çìiñò òiëüêè çà óìîâè z2 6= 0.
Â ïðèêëàäàõ 1�12 çíàéòè äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

1. z =
1 + i

2− 3i
.

2. z = i
(2 + i)2

(3 + i)2 .

3. z =
i

(3 + 4i)17 .

4. z =
(1 + i)3

(1− i)5 .

5. z = (2 + i
√

5)4.
6. z = (

√
7 + 3i)−5.

7. z =

(√
13 + i

√
3
)8

(
i− 2

√
2
)3 .

8. z = (5 + i)3(2i + 1)2.

9. z =

(
i13 + 1

7i + 1

)2

.

10. z =
(4i + 1)5

(2 + 3i)3 .

11. z =
(2i31 + 1)3

(2i + 5)2 .

12. z =
(1 + i)(4− 3i)3

1− i
.

Â ïðèêëàäàõ 13�27 çíàéòè ìîäóëü òà àðãóìåíò êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
(ïiä êîðåíåì √· · · ñëiä ðîçóìiòè éîãî àðèôìåòè÷íå çíà÷åííÿ).

13. z = 7i.

14. z = −3.

15. z = 1 +
√

3i.

16. z = −2 + 3i.

17. z = 7− 3i.

18. z = a+ib, äå a, b ∈
R.
19. (

√
3 + i

√
6)6.

20. (1 + i)8

(
1− i

√
3
)5 .

21. z = 1 + cos α +
i sin α.

22. z = − cos α +
i sin α.

23. z = sin α + i cos α.

24. (5 + 2i)5.

25.
(
2 + i73

√
12

)4.

26. (4− 3i)4

(
1− i

√
3
)3 .

27.
(√

11 + i
√

14
)7

1− i
√

3
.

Â ïðèêëàäàõ 28�39 çàïèñàòè êîìïëåêñíi ÷èñëà ó ïîêàçíèêîâié ôîðìi
(ïiä êîðåíåì √· · · ñëiä ðîçóìiòè éîãî àðèôìåòè÷íå çíà÷åííÿ).

28. z = (17 + 34i)2

29. z = (6 + i)−3.

30. z =
(
i
√

5 + 4
)−7.

31. z =
(
i
√

7 +
√

14
)3.

32. z =
(−√3 + i

)−5.

33. z =
(3− 4i)4

(2 + 5i)3 .

34. z =

(−√2 + i
√

23
)7

(1− 3i)4 .

35. z =
(11i− 3)8

(√
15− i

√
10

)12 .
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36. z =
i +

√
15(−√14 + i
√

2
)11 .

37. z = i

(
5 + i

√
11

)9

−3− 4i
.

38. z =

(
7i7 +

√
15

)8

(1 + i
√

3)5
(−√7− 3i

)3 .

39. z =

(
12 + 5i3

)4

(3− 4i)7
(−2− i

√
21

)3 .

40. Äîâåäiòü ôîðìóëó Ìóàâðà (cos ϕ + i sin ϕ)n = cos nϕ + i sin nϕ.

Â ïðèêëàäàõ 41�46, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ìóàâðà, çàïèñàòè çà-
çíà÷åíi âèðàçè ÷åðåç ñòåïåíi cos ϕ òà sin ϕ.

41. cos 4ϕ.
42. cos 5ϕ.

43. cos 7ϕ.
44. cos 9ϕ.

45. sin 3ϕ.

46. sin 4ϕ.

47. sin 5ϕ.

48. sin 8ϕ.

49. Äîâåñòè, ùî
(

1 + i tg α

1− i tg α

)n

=
1 + i tg nα

1− i tg nα
.

50. Äîâåñòè, ùî ïðè áóäü-ÿêèõ z ∈ C ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà |√z2 − 1 +
z|+ |√z2 − 1− z| = |z − 1|+ |z + 1|.

�1.2. Ñïîñîáè çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

x

iy

ρ

ϕ

1

i

z

Ðèñ. 1.1.

Äëÿ ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ êîìïëåêñíå
÷èñëî z = x + iy çîáðàæàþòü òî÷êîþ ç êîîðäèíàòà-
ìè (x, y) äåêàðòîâî¨ ïëîùèíè xOy (ñàìó ïëîùèíó
ïðè öüîìó íàçèâàþòü êîìïëåêñíîþ). Âiñü x áóäå-
ìî íàçèâàòè äiéñíîþ âiññþ, âiñü iy � óÿâíîþ. Âiä-
ïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ C òà êîìïëåêñíîþ ïëî-
ùèíîþ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ; òîìó äàëi ìè íå
áóäåìî ðîçðiçíþâàòè òåðìiíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
òà òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Âèõîäÿ÷è ç òðèãî-
íîìåòðè÷íî¨ ôîðìó çàïèñó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z,
áà÷èìî, ùî ãåîìåòðè÷íî ìîäóëü ρ òà àðãóìåíòà ϕ ¹
ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè ðàäióñ-âåêòîðà òî÷êè z (äèâ. ðèñ. 1.1).

Ãåîìåòði÷íèé çìiñò îïåðàöié äîäàâàííÿ òà âiäíiìàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî êîìïëåêñíi ÷èñëà äîäàþòüñÿ òà âiäíiìàþòüñÿ òàêèì æå ÷èíîì, ÿê
i âåêòîðè (äèâ. ðèñ. 1.2). Âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨, äëÿ
áóäü-ÿêèõ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1 òà z2 ìîæíà äîâåñòè íåðiâíiñòü
òðèêóòíèêà

||z1| − |z2|| ≤ |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.
Îäíàê, ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ïðè îïåðàöiÿõ ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ êîì-

ïëåêñíi ÷èñëà âèêîíóþòü îáîâ'ÿçêi ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ. Ãåîìåòðè÷íî ìíî-
æåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íà êîìïëåêñíå ÷èñëî z1 = ρ1e

iϕ1 çâîäèòüñÿ
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äî ïîâîðîòó âåêòîðà z íà êóò ϕ1 òà çìiíè éîãî äîâæèíè â ρ1 ðàçiâ, òîáòî
z ìè ðîçãëÿäà¹ìî ÿê âåêòîð, à z1 ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ íà öåé
âåêòîð (àáî íàâïàêè).

z1

z2

z +1 z2

z -
1

z
2

x

iy

Ðèñ. 1.2.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì áóâà¹ êîðèñíîþ ìàòðè÷íå çî-
áðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë: êîìïëåêñíå ÷èñëî
z = x + iy ìîæå áóòè îòîòîæíåíî ç ìàòðèöåþ äðó-
ãîãî ïîðÿäêó, ùî ìà¹ ñïåöiàëüíèé âèãëÿä

z =

∥∥∥∥
x y
−y x

∥∥∥∥ .

Ïðè òàêîìó îòîòîæíåíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ äîäà-
âàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ âèêîíóþ-
òüñÿ çà çâè÷àéíèìè ïðàâèëàìè ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè.

Â ïðèêëàäàõ 51�77 çîáðàçèòè íà C-ïëîùèíi ìíîæèíó òî÷îê M.

51. M = {z : |z − a| = R}, äå a ∈
C, R ∈ R+.

52. M = {z : |z − a| < R}, äå a ∈
C, R ∈ R+.

53. M = {z : |z − i| > 4}.
54. M = {z : |z + 1− 2i| < 3}.
55. M={z : |z − z1|+ |z − z2| = R},
äå z1, z2 ∈ C, R ∈ R+.

56. M = {z : |z − i|+ |z + i| < 5}.
57. M = {z : |z − z1| = |z − z2|},
äå z1, z2 ∈ C.
58. M = {z : α < arg(z − z0) < β},
äå z0 ∈ C, α, β ∈ R+.

59. M =

{
z : Im z + i

z + 7i
= 0

}
.

60. M =

{
z : 0 < arg

i− z

i + z
< π

2

}
.

61. M =

{
z :

∣∣∣∣
z − z1

z − z2

∣∣∣∣ = a,

}
, äå

z1, z2 ∈ C, a ∈ R+.

62. M =

{
z : Re z − a

z − b
= 0

}
, äå

a, b ∈ C.

63. M = {z : Re 1/z < 1/2} .

64. M =

{
z : Im z − a

z − b
= 0

}
, äå

a, b ∈ C.

65. M =
{

z1, z2, z3 : |z1| = |z2| =

|z3| = 1, z1 + z2 + z3 = 0
}

.

66. M = {z : Re z + 2Im z = 0} .

67. M={z : ||z − 1| − |z − 2i||=6}.
68. M =

{
z : Re z − 1

z + 2i
= 0

}
.

69. M = {z : 2|z| < 1 + Im z} .

70. M = {z : |z| > 1− Re z} .

71. M =

{
z : Re z + 2i

z + 1
= 1

}
.

72. M =

{
z : Im z + 2

z + i
= 0

}
.

73. M =

{
z : Re z − a

z + a
= 0

}
, äå

a ∈ R+.
74. M = {z : ||z − a| − |z − b|| = 1} ,
äå a, b ∈ C.

75. M =

{
z : Im z − a

z + a
= 0

}
, äå

a ∈ N.
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76. M =
{
z : π

2 < arg(z − 2i)2 < π
}
. 77. M =

{
z : Im 2z − 1 + i

z + i
= 0

}
.

78. Âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, äîâåñòè
íåðiâíiñòü |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|. Äîâåñòè çàçíà÷åíó íåðiâíiñòü òàêîæ àë-
ãåáðà¨÷íèì øëÿõîì.
79. Âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, äîâåñòè
íåðiâíiñòü |z1 − z2| ≤

∣∣∣|z1| − |z2|
∣∣∣. Äîâåñòè çàçíà÷åíó íåðiâíiñòü òàêîæ

àëãåáðà¨÷íèì øëÿõîì.
80. Âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, äîâåñòè
íåðiâíiñòü

∣∣∣ z

|z| − 1
∣∣∣ ≤ | arg z|.

81. Âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, äîâåñòè
íåðiâíiñòü |z − 1| ≤

∣∣∣|z| − 1
∣∣∣ + |z|| arg z|.

82. Íåõàé z1 + z2 + z3 = 0 òà |z1| = |z2| = |z3| = R. Äîâåñòè, ùî òî÷êè
z1, z2, z3 ¹ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà, ùî âïèñàíèé â êîëî |z| =
R.
83. Íåõàé òî÷êè z1, z2, z3 çíàõîäÿòüñÿ íà êîëi ç öåíòðîì â òî÷öi 0. Äî-
âåñòè, ùî òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ z1, z2, z3 ¹ ïðàâèëüíèì òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè z1 + z2 + z3 = 0.
84. Äîâåñòè, ùî êîìïëåêñíi ÷èñëà z1, z2, z3 çíàõîäÿòüñÿ íà îäíié ïðÿìié,
ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì z2 − z1

z3 − z1,
∈ R.

85. Äîâåñòè, ùî êîìïëåêñíi ÷èñëà z1, z2, z3, z4 ëåæàòü íà êîëi, ÿêùî âîíè
çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì z2 − z1

z3 − z1
:

z2 − z4

z3 − z4,
∈ R.

86. Íåõàé z1 6= z2 6= z3. Çà ÿêî¨ óìîâè òî÷êè z1, z2, z3 çíàõîäÿòüñÿ íà
îäíié ïðÿìié?
87. Íåõàé z1 6= z2 6= z3 6= z4. Çà ÿêî¨ óìîâè òî÷êè z1, z2, z3, z4 çíàõîäÿòüñÿ
íà îäíîìó êîëi àáî ïðÿìié?
88. Ç'ÿñóâàòè çìiñò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ÿê ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.
89. Âèõîäÿ÷è ç ìàòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çíàéòè ìà-
òðè÷íå çîáðàæåííÿ îïåðàöi¨ êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ.
90. Âèõîäÿ÷è ç ìàòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çíàéòè ìà-
òðè÷íå çîáðàæåííÿ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
91. Âèõîäÿ÷è ç ìàòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çíàéòè ìà-
òðè÷íå çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 1/z.
92. Âèõîäÿ÷è ç ìàòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ç'ÿñóâàòè
çìiñò îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Îá÷èñëèòè, âèêîðèñòîâóþ-
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÷è ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ, íàñòóïíèé äîáóòîê: (2 + 3i)(−1 + i
√

3).
93. Âèõîäÿ÷è ç ìàòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ç'ÿñóâàòè
çìiñò îïåðàöi¨ äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Îá÷èñëèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è
ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ, íàñòóïíó ÷àñòêó: 1− i

1 + i
.

94. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ óíiòàðíî¨ ìàòðèöi U =

∥∥∥∥
cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

∥∥∥∥
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Un =

∥∥∥∥
cos nϕ sin nϕ
− sin nϕ cos nϕ

∥∥∥∥, äå n ∈ N.

�1.3. Äîáóâàííÿ êîðåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z
n-1

α
n

2π
n

2π
n z

0

z
1

z
2

−

− −

x

y

Ðèñ. 1.3.

Ïîêàçíèêîâà ôîðìà çàïèñó êîìïëåêñíîãî
÷èñëà ¹ çðó÷íîþ ïðè ðîçãëÿäàííi àëãåáðà¨÷íèõ
îïåðàöié ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ òà äîáóâàííÿ
êîðåíÿ. Òàê, ÿêùî z = zn

1 , òî ρ = ρn
1 , ϕ = nϕ1.

Êîìïëåêñíå ÷èñëî z1 íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì n-ãî
ñòåïåíÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, ÿêùî z = zn

1 .
Àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ zn = a, äå a ≡ |a|eiα ∈

C, n ∈ N ìà¹ ïðè a 6= 0 ðiâíî n ðiçíèõ êîðåíiâ,
ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

zk = n
√
|a|ei(α+2πk)/n, k = 0, n− 1.

Íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi êîðåíi ðiâíÿííÿ
zn = a çîáðàæóþòüñÿ òî÷êàìè, ðîçòàøîâàíèìè ó âåðøèíàõ ïðàâèëüíî-
ãî n-êóòíèêà, ùî ¹ âïèñàíèì ó êîëî ðàäióñà n

√
|a| ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó

êîîðäèíàò (äèâ. ðèñ. 1.3).
Äëÿ òîãî, ùîá âiäðiçíÿòè äiéñíå çíà÷åííÿ êîðåíi n-òî ñòóïåíÿ âiä

äîäàòíüîãî ÷èñëà a òà n êîìïëåêíèõ çíà÷åíü, íàäàëi ïîçíà÷àòèìå äiéñíi
(àëãåáðà¨÷íi) çíà÷åííÿ ÿê n

√
a, êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ ÿê z1/n.

Â ïðèêëàäàõ 95�104 îá÷èñëèòè óñi çíà÷åííÿ êîðåíÿ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z.

95. z = i1/3.
96. z = (3i + 1)1/4.
97. z = (3i− 4)2/3.
98. z = (2i)1/4.

99. z = (7 + 8i)1/5.
100. z = (11− 4i)1/3.
101. z = (−2 + 3i)1/4.

102. z = (2− 3i)1/5.

103. z = (2− 3i)1/5.

104. z = (−5− 2i)1/7.
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105. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+iy çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ z1/2 äîðiâíþþòü:

(x + iy)1/2 = ±



√√
x2 + y2 + x

2
+ isigny

√√
x2 + y2 − x

2


 .

Â ïðèêëàäàõ 106�136, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò çàäà÷i 105, çíàéòè
óñi çíà÷åííÿ âèðàçiâ:

106. (2i)1/2.
107. (1− i)1/2.
108. (3− 4i)1/2.
109. (−40 + 42i)1/2.
110. (−5 + 12i)1/2.
111. (−48− 14i)1/2.
112. (−11− 60i)1/2.
113. (7 + 24i)1/2.
114. (29− 420i)1/2.
115. (−13− 84i)1/2.
116. (−9− 40i)1/2.

117. (11− 60i)1/2.
118. (20 + 48i)1/2.
119. (27− 36i)1/2.
120. (−9− 40i)1/2.
121. (35− 12i)1/2.
122. (120 + 182i)1/2.
123. (24− 70i)1/2.
124. (1 + i2

√
2)1/2.

125. (−12 + i4
√

7)1/2.
126. (−4 + i6

√
13)1/2.

127. (45− 28i)1/2.
128. (16− 30i)1/2.
129. (24− 10i)1/2.
130. (32− 24i)1/2.
131. (45− 28i)1/2.
132. (60− 32i)1/2.
133. (−1− 4

√
3i)1/2.

134. (4− 2
√

5i)1/2.
135. (3− 2

√
10i)1/2.

136. (21− 220i)1/2.
Â ïðèêëàäàõ 137�151, çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü:

137. z3 = 1.
138. z2 = −63 + 16i.
139. z7 = 3 + 4i.

140. z8 + 1− i = 0.

141. 4z2 +9(1+ i) = 0.

142. z3 = −11− 2i.

143. z5 + 3− 4i = 0.

144. z4 = −7− 24i.

145. z5 = 41− 38i.

146. z7 = 8− 8i.

147. (−2+3i)z7 = −1.

148. (1−4i)z3 = 2+3i.

149. 5(4 + 3i)2z8 = 1.

150. |z| − z = 3 + 4i.
151. z̄ = zn, äå n ∈ N.

152. Çíàéòè êîìïëåêñíi ÷èñëà z1, z2, ÿêùî z1+z2 = 4+4i, z1z2 = 8+14i.

153. Ñêiëüêè çíà÷åíü ìà¹ âèðàç zn/m, äå z ∈ C, n,m ∈ N, m 6= 0?

�1.4. Ôóíêöi¨. Ãåîìåòðè÷íi i òîïîëîãi÷íi ïîíÿòòÿ
Íà ìíîæèíi M òî÷îê ïëîùèíè C çàäàíî êîìïëåêñíó ôóíêöiþ êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨ w = f(z), ÿêùî çàäàíî çàêîí, çà ÿêèì êîæíié òî÷öi z
ç M ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü çàäàíà òî÷êà w ç ìíîæèíè N . Ïðè öüîìó
ìíîæèíó M íàçèâàþòü ìíîæèíîþ âèçíà÷åííÿ, à ìíîæèíó N � ìíîæè-
íîþ çíà÷åíü. ßêùî êîæíîìó çíà÷åííþ z ∈ M âiäïîâiäà¹ îäíå çíà÷åííÿ
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w ∈ N , òî ôóíêöiÿ ¹ îäíîçíà÷íîþ, à ÿêùî äåêiëüêà � áàãàòîçíà÷íîþ.
ßêùî ôóíêöiÿ w = f(z) ¹ îäíîçíà÷íîþ i êðiì òîãî, êîæíîìó çíà÷åííþ
w ∈ N âiäïîâiäà¹ îäíå çíà÷åííÿ z ∈ M , òî ôóíêöiÿ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà-
÷íîþ, àáî îäíîëèñòíîþ, òîáòî z1 6= z2 ⇐⇒ f(z1) 6= f(z2).

D

α

β

γ
0

γ
s

γ
1

Ðèñ. 1.4.

Êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ z(t), äå t ∈ [α, β]
âiäîáðàæà¹ âiäðiçîê [α, β] íà äåÿêó ìíîæèíó òî-
÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C, ÿêó ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê ãðàôi÷íèé îáðàç öi¹¨ ôóíêöi¨. Çîêðåìà,
ÿêùî ôóíêöiÿ z(t) ¹ íåïåðåðâíîþ, òî ¨¨ ãðàôi-
÷íèì îáðàçîì áóäå äåÿêà êðèâà; êðèâà ¹ âïî-
ðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè. Íàïðÿìîê ðóõó òî÷êè z, ÿêèé âiäïî-
âiäà¹ íàïðÿìêó çáiëüøåííÿ t, íàçèâà¹òüñÿ äî-
äàòíèì. Òî÷êà z êðèâî¨ γ íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ
ñàìîïåðåòèíà êðèâî¨, ÿêùî z(t1) = z(t2) ïðè
t1 6= t2. Âèêëþ÷åííÿì ¹ çáiæíiñòü ïî÷àòêó i êiíöÿ êðèâî¨: z(α) = z(β). Òà-
êó êðèâó íàçèâàþòü çàìêíåíîþ. Íåïåðåðâíà êðèâà, ùî íå ìiñòèòü òî÷îê
ñàìîïåðåòèíó, íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ àáî æîðäàíîâîþ êðèâîþ. Äîâæèíà
êóñêîâî-ãëàäêî¨ êðèâî¨ äîðiâíþ¹: l(γ) =

∫ β

α |z′(t)| dt.

Îáëàñòþ D íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi C íàçèâàþòü âiä-
êðèòó çâ'ÿçíó ìíîæèíó. Ìíîæèíà D íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî êîæíà
òî÷êà öi¹¨ ìíîæèíè íàëåæèòü äî íå¨ ðàçîì iç äåÿêèì ε-îêiëîì. Ìíîæè-
íà D íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêi äâi òî÷êè îáëàñòi ìîæëèâî
ç'¹äíàòè êðèâîþ, ùî íàëåæèòü äî òi¹¨ æ îáëàñòi. Ìåæà îáëàñòi D � öå
ìíîæèíà ∂D òî÷îê, ÿêi íå íàëåæàòü îáëàñòi D, àëå â áóäü-ÿêîìó îêîëi
ÿêèõ ¹ òî÷êè, ùî íàëåæàòü D. Äîäàòíiì íàïðÿìêîì îáõîäó ìåæi áóäåìî
ââàæàòè òîé, ïðè ÿêîìó îáëàñòü çàâæäè çàëèøà¹òüñÿ ëiâîðó÷. Îá'¹äíàí-
íÿ îáëàñòi D òà ¨¨ ìåæi íàçèâà¹òüñÿ çàìèêàííÿì òà ïîçíà÷à¹òüñÿ D̄. Ïðè
öüîìó ìíîæèíó D̄ íàçèâàþòü òàêîæ çàìêíåíîþ îáëàñòþ. Ðîçðiç îáëàñòi
D ∈ C âçäîâæ ðîçiìêíåíî¨ êðèâî¨ γ = {z(t) : 0 ≤ t ≤ 1} öå âèäàëåííÿ
òî÷îê öi¹¨ êðèâî¨ iç ìíîæèíè, òîáòî öå ïåðåõiä äî ìíîæèíè D\γ. Êîæíié
òî÷öi z(t) ðîçðiçó γ âiäïîâiäàþòü äâà ìåæîâèõ åëåìåíòà îáëàñòi D, ëiâèé
òà ïðàâèé (àáî âåðõíié òà íèæíié). Â ñóêîïíîñòi, öi åëåìåíòè óòâîðþþòü
äâà áåðåãè ðîçðiçó γ.

Îáëàñòü D íà ïîâíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ îäíîçâ'ÿ-
çíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêó çàìêíåíó æîðäàíîâó êðèâó, ùî íàëåæèòü D, ìîæíà
íåïåðåðâíîþ äåôîðìàöi¹þ ñòÿãíóòè â òî÷êó, çàëèøàþ÷èñü â îáëàñòi D.
Â iíøèõ âèïàäêàõ îáëàñòü ¹ áàãàòîçâ'ÿçíîþ.

Íåïåðåðâíó äåôîðìàöiþ êðèâî¨ ìîæíà óÿâèòè ãåîìåòðè÷íî (äèâ. Ðèñ.
1.4, 1.5).

Íåïåðåðâíó äåôîðìàöiþ êðèâî¨ íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿì ãîìîòîïi¨,
à êðèâi, ùî ìîæóòü áóòè çâåäåíè íåïåðåðâíîþ äåôîðìàöi¹þ îäíà äî îäíî¨
íàçèâàþòü ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíèìè (äèâ. ðèñ. 1.4). ßêùî êðèâi γ0



12 Ãëàâà 1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ êîìïëåêñíîãî àíàëiçó

i γ1 ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíè â îáëàñòi D, ïîçíà÷àòèìå öå ÿê:
γ1 v γ2 rel D. (1.1)

Áóäü-ÿêà çàìêíåíà êðèâà, ùî íàëåæèòü îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi ãîìîòîïi÷íî
åêâèâàëåíòíà íóëþ (ïîçíà÷åííÿ: γ v 0 rel D). Äëÿ îáëàñòåé ç êóñêîâî-
ãëàäêèìè ìåæàìè ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà âëàñòèâiñòü: ìåæà îäíîçâ'ÿçíî¨
îáëàñòi íà ïîâíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi àáî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨
çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨, àáî ç îäíi¹¨ òî÷êè, àáî íå ìiñòèòü æîäíî¨
òî÷êè (óñÿ C-ïëîùèíà).

D

Γ

1
Γ

2

Ðèñ. 1.5.

Îáëàñòü D íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî
iñíó¹ êðóã U(0; R < ∞), ùî ìiñòèòü ó ñîái D.

Îáìåæåíà îáëàñòü çàâæäè êîìïàêòíà, òîá-
òî ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê îáëàñòi çàâ-
äæè iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà¹òüñÿ äî
âíóòðiøíüî¨ òî÷êè öi¹¨ îáëàñòi. Áóäåìî êàçàòè,
ùî îáëàñòü G êîìïàêòíî íàëåæèòü D, ÿêùî
¨¨ çàìèêàííÿ Ḡ (â òîïîëîãi¨ C̄, òîáòî ç óðàõóâà-
ííÿì ∞) íàëåæèòü D. Êîìïàêòíó íàëåæíiñòü ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì b,
îòæå Ḡ ⊂ D =⇒ G b D.

�1.5. Åëåìåíòàðíi òðàíñöåíäåíòíi ôóíêöi¨
Ôóíêöiÿ ez äëÿ êîìïëåêñíèõ z âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ

exp z = ez = ex+iy = ex (cos y + i sin y) .

Ôîðìàëüíî òðèãîíîìåòði÷íi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ìîæëèâî
ââåñòè çà ôîðìóëàìè Åéëåðà:

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
, tg z =

sin z

cos z
, ctg z =

cos z

sin z
,

ch z =
ez + e−z

2
, sh z =

ez − e−z

2
, th z =

sh z

ch z
, cth z =

ch z

sh z
.

Ëîãàðèôì � öå ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî åêñïîíåíòè: ×èñëî w íàçèâà¹-
òüñÿ ëîãàðèôìîì ÷èñëà z, ÿêùî ew = z. ln z = ln |z|+ i arg z. Àëå arg z ìî-
æå ïîçíà÷àòè áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ àðãóìåíòà, çâiäêè îòðèìà¹ìî íåñêií÷å-
íó ìíîæèíó çíà÷åíü ëîãàðèôìiâ. Òîìó ëîãàðèôì � öå íåñêií÷åíîçíà÷íà
ôóíêöiÿ (¨¨ óÿâíà ÷àñòèíà âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòüþ äî ÷èñëà, ùî ¹ êðàòíèì
äî 2π). Äàëi áàãàòîçíà÷íó ôóíêöiþ ëîãàðèôì áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê Ln:

Lnz = ln |z|+ iArgz = ln ρ + i (ϕ + 2πk) , k ∈ Z,

à ñèìâîëîì ln z áóäåìî ïîçíà÷àòè îäíå ç éîãî çíà÷åíü.
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Óçàãàëüíåíîþ ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ âèçíà÷þòü ñïiââiäíîøåííÿì:
w = za = eaLn z, a = α + iβ ∈ C. Â ïîêàçíèêîâié ôîðìi z = ρeiϕ, i
w = ReiΦ, çâiäêè w = e(α+iβ)(ln ρ+i(ϕ+2πk)) = ReiΦ, k ∈ Z. Ðàçîì iç óçà-
ãàëüíåíîþ ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè óçàãàëüíåíó
ïîêàçíèêîâó ôóíêöiþ: w = az = ezLn a = ez ln |a|·eizArg a. Íà âiäìiíó âiä áà-
ãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ za, óçàãàëüíåíà ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ ¹ ñóêóïíîñòüþ
îêðåìèõ, íå çâ'ÿçíèõ ìiæ ñîáîþ îäíîçíà÷íèõ ôóíêöié, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ
ìíîæíèêàìè e2πki, äå k ∈ Z.

Â ïðèêëàäàõ 154�159 äîâåñòè ñïiââiäíîøåííÿ:

154. cos iz = ch z.
155. ch iz = cos z.

156. sin iz = i sh z.
157. sh iz = i sin z.

158. tg iz = i th z.
159. ctg iz = −i cth z.

Â ïðèêëàäàõ 160�167, îá÷èñëèòè çàçíà÷åíi ñóìè (n ∈ N):

160. cos x + cos 2x + · · ·+ cos nx.

161. sin x + sin 2x + · · ·+ sin nx.

162. cos x + cos 3x + · · · + cos(2n +
1)x.

163. cos x − cos 2x + · · · +
(−1)n−1 cos nx.

164. sin x − sin 2x + · · · +
(−1)n−1 sin nx.

165. sin x+sin 3x+· · ·+sin(2n+1)x.

166. cos x+cos(x+y)+· · ·+cos(x+
ny).

167. sin x+sin(x+y)+ · · ·+sin(x+
ny).

Â ïðèêëàäàõ 168�173 çíàéòè óñi òî÷êè z, â ÿêèõ ôóíêöiÿ f(z) ïðè-
éìà¹ ëèøå äiéñíi çíà÷åííÿ.
168. f(z) = cth z.
169. f(z) = tg z.

170. f(z) = cos 2z.
171. f(z) = ch 3z.

172. f(z) = sin 4z.
173. f(z) = cth(z+1).

Â ïðèêëàäàõ 174�179 çíàéòè óñi òî÷êè z, â ÿêèõ ôóíêöiÿ f(z) ïðè-
éìà¹ ëèøå óÿâíi çíà÷åííÿ.

174. f(z) = cos z.
175. f(z) = ctg z.

176. f(z) = sh z.
177. f(z) = sin z.

178. f(z) = th 2z.
179. f(z) = cos 2z.

Â ïðèêëàäàõ 180�203 çíàéòè óñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü:

180. sin z = 2.
181. sh z = 3.
182. cos z = 4.
183. ch z = 5.
184. sin z = 4i/3.
185. cos z = 1 + i.

186. sin z + cos z = 3.
187. sin z − cos z = 4.
188. ch z =

1 + i√
2

.

189. sin z =
4− 3i

5
.

190. cos z = (3 + i)/4.
191. sin z + cos z = i.
192. ch z − sh z = 2i.
193. sin z−2 cos z = 4.
194. tg z = 2i.
195. ctg z = 1− i.
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196. th z = 5i/3.
197. cth z = i/2.
198. sh z + ez = 1.

199. ch z + ez = 2.
200. 2 ch z + iez = 7.
201. sin z + eiz = 1.

202. th z + 3ez = 1.
203. cth z − 7ez = 10.

Â ïðèêëàäàõ 204�215 îá÷èñëèòè óñi çíà÷åííÿ êîìïëåêñíîãî âèðàçà:

204. 1
√

3.
205. (−1)

√
5.

206. ie.
207. ei.
208. 2−i.

209.
(√

3
)i.

210. i
√

3.
211.

(√
2 + i

√
7
)i.

212. i
√

7+i
√

2.

213. (2− i)1+i.

214.
( √

2

1 + i

)3+4i

.

215. ii
i.

Â ïðèêëàäàõ 216�227 çíàéòè óñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü:

216. izi = 1.
217. (i + 3)zi+4 = i + 5.
218. (1 + i)z2+3i = 1.
219. (3− 4i)z

√
2+i

√
7 = i.

220. (
√

2 + i
√

6)zi = −1.
221. z1/(1−i) = i + 1.

222. z1/(3+4i) = 2.
223. z(1+2i)/(1−2i) = 1.
224. (z + i)2/(3i) = 1.
225. (2z + 3i)(i+1)/

√
2 = 1.

226. (a + ib)za−ib = 1, äå a, b ∈ R+.
227. (a + ib)zc+id = 1, äå a, b, c, d,
∈ R+.

Â ïðèêëàäàõ 228�239 îá÷èñëèòè óñi çíà÷åííÿ êîìïëåêñíîãî âèðàçà:

228. Ln1.
229. Ln(−1).
230. Lni.
231. Ln(−i).

232. Ln(2− i).
233. LnLni.
234. Ln (i + 1).
235. Ln (3i− 4).

236. Ln (12 + 5i).
237. Ln

(√
3− i

√
5
)7.

238. iLn
(
5i +

√
11

)
.

239. LnLn
(√

3 + i
)
.



Ãëàâà 2

Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨

�2.1. Óìîâè Êîøi�Ðiìàíà
Ôóíêöiÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ ó ñåíñi êîìïëåêñíîãî

àíàëiçó, àáî, iíàêøå êàæó÷è, C-äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi z0, ÿêùî iñíó¹
ãðàíèöÿ

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
= f ′(z0), h ∈ C,

i âîíà íå çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêèì ñïîñîáîì h ïðÿìó¹ äî íóëÿ. ßêùî
ôóíêöiÿ f(z) äèôåðåíöiéîâíà â êîæíié òî÷öi îáëàñòi D, òî ôóíêöiþ íà-
çèâàòèìåìî àíàëiòè÷íîþ â öié îáëàñòi, f(z) ∈ A(D). Ïðèïóñòèìî, ôóí-
êöiÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) îçíà÷åíà ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z, òà êðiì
òîãî â öié òî÷öi u(x, y) òà v(x, y) äèôåðåíöiéîâíi. Òîäi íåîáõiäíîþ óìî-
âîþ, à ïðè äîäàòêîâié óìîâi iñíóâàííÿ ïîâíèõ äèôåðåíöiàëiâ ôóíêöié
u(x, y), v(x, y) é äîñòàòíüîþ óìîâîþ àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi
z, ¹ âèêîíàííÿ óìîâ Êîøi�Ðiìàíà.

ux = vy, uy = −vx.

ßêùî ââåñòè ôîðìàëüíi ïîõiäíi Êîøi:
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
,

óìîâó Êîøi-Ðiìàíà ìîæíà ïîäàòè ó êîìïëåêñíîìó âèãëÿäi:

∂f

∂z
= 0 .

Óìîâè Êîøi�Ðiìàíà äëÿ äîâiëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ êîîðäèíàò (s, n):
us = vn, un = −vs,

äå ââàæà¹òüñÿ, ùî äâiéêà (s, n) ìà¹ äîäàòíþ îði¹íòàöiþ. Çîêðåìà â ïî-
ëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ óìîâè Êîøi�Ðiìàíà ïðèéìàþòü ôîðìó

uρ =
1

ρ
vϕ,

1

ρ
uϕ = −vρ.

Â ïðèêëàäàõ 240�251 îá÷èñëèòè äiéñíó u(x, y) = Re f(z) i óÿâíó
v(x, y) = Im f(z) ÷àñòèíè ôóíêöi¨ f(z) òà ïåðåâiðèòè óìîâè Êîøi-Ðiìàíà.

15
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240. f(z) = sin z.

241. f(z) = sh z.

242. f(z) = cos z

243. f(z) = ch z

244. f(z) = tg z

245. f(z) = th z

246. f(z) = zn, äå
n ∈ N
247. f(z) = ln z

248. f(z) = z ln z

249. f(z) = z · ez

250. f(z) = z/(1 −
2z)2

251. f(z) = z2/(2i−z)

Â ïðèêëàäàõ 252�261 îá÷èñëèòè |f ′(z)| òà arg f ′(z) â òî÷öi a.

252. f(z) = 1/(1 + z), a = i.
253. f(z) = (z−2)/(z+i), a = 1−i.
254. f(z) = (z− i)/(2z+1), a = 2i.
255. f(z) = z + i/(z + i), a = 1 + i.
256. f(z) = ez, a = 2 + i.

257. f(z) = z + eiz, a = −i.
258. f(z) = sin(1 + z), a = 1− i.
259. f(z) = ch 3z, a = 1 + 7i.
260. f(z) = tg (z/(1 + iz)), a = i.
261. f(z) = cth (z + i/z), a = 5− i.

262. Ïîêàçàòè, ùî ìîäóëü i àðãóìåíò àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨

f(z) = R(x, y)eiΦ(x,y)

çâ'ÿçàíè íàñòóïíèìè óìîâàìè: Rx = RΦy, Ry = −RΦx.
263. Ïîêàçàòè, ùî ìîäóëü i àðãóìåíò àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨

f(z) = R(ρ, ϕ)eiΦ(ρ,ϕ)

çâ'ÿçàíè íàñòóïíèìè óìîâàìè: Rρ =
R

ρ
Φϕ, Φρ = −Rϕ

ρR
.

�2.2. Ãåîìåòði÷íà iíòåðïðåòàöiÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨
Äèôåðåíöiàë àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

|df | = |f ′(z)| · |dz|, arg df = arg f ′(z) + arg dz.

Ìàñøòàá ïåðåòâîðåííÿ |f ′(z)| ìà¹ íàçâó êîåôiöi¹íò ëiíiéíîãî ðîçòÿãó-
âàííÿ â òî÷öi z ïðè ïåðåòâîðåííi w = f(z). Êóò arg f ′(z) ìà¹ íàçâó êóò
ïîâîðîòó êðèâî¨ â òî÷öi z ïðè ïåðåòâîðåííi w = f(z). Òàêå âiäîáðàæå-
ííÿ, ïðè ÿêîìó ìà¹ ìiñöå çáåðiãàííÿ êóòiâ i íåçàëåæíiñòü ìàñøòàáó âiä
íàïðÿìêó, íàçèâàþòü êîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì â òî÷öi. Ïðèïóñòèìî,
ùî ôóíêöiÿ w = f(z) êîíôîðìíî âiäîáðàæó¹ îáëàñòü D → D∗. Íåõàé
γ � êðèâà, ùî çíàõîäèòüñÿ â îáëàñòi D, à γ∗ � ¨¨ îáðàç ïðè âiäîáðàæåííi
w = f(z). Òîäi äîâæèíà êðèâî¨ γ∗ äîðiâíþ¹

l(γ∗) =

∫

γ∗

|dw| =
∫

γ

|f ′(z)| · |dz|.
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Ïëîùà îáëàñòi D∗ äîðiâíþ¹

S(D∗) =

∫∫

D∗

dudv =

∫∫

D

D(u, v)

D(x, y)
dxdy =

=

∫∫

D

|f ′(z)|2dxdy.

Òîáòî |f ′(z)|2 � öå êîåôiöi¹íò ðîçòÿãóâàííÿ ïëîùè.
Â ïðèêëàäàõ 264�275 îá÷èñëèòè |f ′(z)| òà arg f ′(z). ßêà ÷àñòèíà êîì-

ïëåêñíî¨ ïëîùèíè ñòèñêà¹òüñÿ, à ÿêà ðîçøèðþ¹òüñÿ?

264. f(z) = z3.

265. f(z) = 1/z2.

266. f(z) = 1/(z + 3).

267. f(z) =
i + 3z

z + 3i
.

268. f(z) =
z2 + 1

z − i
.

269. f(z) = 1 + z2.

270. f(z) = sh 2z.

271. f(z) = e3z.

272. f(z) = eiz − 1.

273. f(z) = exp
z − i

z + i
.

274. f(z) = sh
z + 1

2z − i
.

275. f(z) = th(2z +
3i).

Â ïðèêëàäàõ 276�287 îá÷èñëèòè |f ′(z)| òà arg f ′(z). Ñòèñêà¹òüñÿ ÷è
ðîçøèðþ¹òüñÿ êîìïëåêñíà ïëîùèíà C â òî÷öi a?

276. f(z) = sin 3z, a = i.
277. f(z) = (1− z)2, a = 1− 2i.
278. f(z) = (1+iz)/(1−z)2, a = 2i.
279. f(z) = ez+1/z, a = i− 7.

280. f(z) = sin

(
z

i− 2/z

)
, a = i.

281. f(z) = 2z +
i + z

2z − i
, a = −1+ i.

282. f(z) = sh(7z + i), a = −i + 1.

283. f(z) = tg(z − i), a = 3 + 2i.
284. f(z) = cth(2z + 7i), a = i + 2.

285. f(z) =
z2 + i

z2 − i
, a = 3− 7i.

286. f(z) = cth

(
z + 3i

z2 − 1

)
, a = 2 +

5i.

287. f(z) =
(z + i)(z + 2i)

2z + i
, a = i.

Â ïðèêëàäàõ 288�299 îá÷èñëèòè |f ′(z)| òà arg f ′(z). Íà ÿêèé êóò
ïîâåðòà¹òüñÿ êîìïëåêñíà ïëîùèíà C â òî÷öi a?

288. f(z) = ez, a = 1 + i.
289. f(z) = sin z, a = 2− 3i.
290. f(z) = cos z, a = 2i.
291. f(z) = tg 3z, a = i.
292. f(z) = ctg(2z + i + 1), a = 1.

293. f(z) = ctg(z − 1), a = i− 1.
294. f(z) = ln z, a = 2− i.
295. f(z) = ln(5 + iz), a = i− 2.
296. f(z) = sh(1 + z), a = i + 1.
297. f(z) = i ch z, a = i + 1.
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298. f(z) = z(i + z)−2, a = 3− i. 299. f(z) = exp (z + 1/z), a = 2 −
3i.

Â ïðèêëàäàõ 300�311 îá÷èñëèòè äîâæèíè îáðàçiâ êðèâèõ C ïðè çà-
çíà÷åíèõ âiäîáðàæåííÿõ w = f(z).
300. C = {z : z = at + b, t ∈ [0, 1]}, w = z2, a, b ∈ C.
301. C = {z : z = at + b, t ∈ [0, 1]}, w = ez, a, b ∈ C.
302. C = {z : z = it + 1, t ∈ [0, 1]}, w = z3.
303. C = {z : z = t(1 + 2i), t ∈ [0, 1]}, w = z4.
304. C = {z : z = it, t ∈ [0, 1]}, w = zn, n ∈ N.
305. C = {z : z = it, t ∈ [0, 2π]}, w = ez.
306. C = {z : z = 6πt, t ∈ [0, 1]}, w = eiz.
307. C =

{
z : z = e2πit, t ∈ [0, 1]

}
, w = zn, n ∈ N.

308. C =
{
z : z = e2πit, t ∈ [0, 1]

}
, w =

1

2

(
z +

1

z

)
.

309. C = {z : z = sin t, t ∈ [0, 2π]}, w = z3.
310. C = {z : z = th(2t + 1), t ∈ [0, 1]}, w = z2.

311. C = {z : z = 2t(1 + i), t ∈ [0, 2π]}, w =
1

2

(
z +

1

z

)
.

Â ïðèêëàäàõ 312�323 îá÷èñëèòè ïëîùi îáðàçiâ îáëàñòåé D ïðè çà-
çíà÷åíèõ âiäîáðàæåííÿõ w = f(z).
312. D = {z : Re z ∈ (0; 1), |Im z| < π}, w = z2.
313. D = {z : Re z ∈ (0; 1), |Im z| < π}, w = ez.
314. D = {z : |z| ∈ (0, 1), arg z ∈ (0, 2π)}, w = ez.
315. D = {z : |z| < 1, arg z ∈ (0, π/4)}, w = eiz.

316. D = {z : |z| < 1, arg z ∈ (0, π/4)}, w =
z + 1

z − 1
.

317. D = {z : Re z ∈ (0; 1), Im z ∈ (0; 1)}, w =
iz + 1

z − 1
.

318. D = {z : Re z ∈ (−1; 1), Im z ∈ (−1; 1)}, w = z3.
319. D = {z : Re z ∈ (0; 1), Im z ∈ (0; 1)}, w = exp(2z + 3i).
320. D = {z : |z| ∈ (1, 2), arg z ∈ (0, π/4)}, w = z4.
321. D = {z : |z| ∈ (2, 3), arg z ∈ (0, π/3)}, w = z2.

322. D = {z : Re z ∈ (−1; 1), Im z ∈ (−1; 1)}, w =
z − 2i

z + 3i
.

323. D = {z : |z| ∈ (R1, R2), arg z ∈ (0, π/3)}, w =
z − 1

z + 1
, R1, R2 ∈ R+.
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�2.3. Ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨
Äiéñíà ôóíêöiÿ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ u(x, y) íàçèâà¹òüñÿ ãàðìîíi-

÷íîþ ôóíêöi¹þ â îáëàñòi D, ïîçíà÷à¹òüñÿ u(x, y) ∈ H (D), ÿêùî âîíà
äâi÷è íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà â D òà çàäîâîëüíÿ¹ â áóäü-ÿêié òî-
÷öi ç D ðiâíÿííþ Ëàïëàñà ∆u = 0. Äâi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ u(x, y) òà
v(x, y), ùî ¹ çâ'ÿçàííèìè óìîâàìè Êîøi�Ðiìàíà, íàçèâàþòüñÿ ñïðÿæåí-
íèìè ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè. Òîäi ôóíêöiÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ¹
îäíîçíà÷íîþ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ u(x, y), ùî ¹
ãàðìîíi÷íîþ â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi D, ìîæëèâî çíàéòè ñïðÿæåíó äî íå¨
ãàðìîíi÷íó ôóíêöiþ

v(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

−uydx + uxdy + const.

Â ïðèêëàäàõ 324�327 ïåðåâiðèòè óìîâó ãàðìîíi÷íîñòi ôóíêöi¨ u(x, y)?
ßêùî u(x, y) ãàðìîíi÷íà, òî ââàæàòè ¨¨ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨ f(z). Çíàéòè óÿâíó ÷àñòèíó v(x, y) àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) i
ñàìó àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ f(z).

324. u(x, y) = x/(x2 + y2).
325. u(x, y) = exp (x2 − y2) cos(2xy).

326. u(x, y) = 2xy + x.
327. u(x, y) = exy cos

(
x2−y2

2

)
.

328. Äîâåñòè, ÿêùî ôóíêöiÿ v(x, y) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi
D, òî ñïðÿæåíà äî íå¨ ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ u(x, y) ìîæå áóòè ïîäàíà ó
âèãëÿäi:

u(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

vydx− vxdy + const.

Â ïðèêëàäàõ 329�336 ïåðåâiðèòè óìîâó ãàðìîíi÷íîñòi ôóíêöi¨ v(x, y)?
ßêùî v(x, y) ãàðìîíi÷íà, òî ââàæàòè ¨¨ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨ f(z). Çíàéòè äiéñíó ÷àñòèíó u(x, y) àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) i
ñàìó àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ f(z).

329. v(x, y) = x3+6x2y−3xy2−2y3.
330. v(x, y) = ex(x cos y − y sin y).
331. v(x, y) = 2x3−6xy2−x2 +y2 +
3x + 1.
332. v(x, y) = x sin x ch y −
y cos x sh y.

333. v(x, y) = −3x2y+y3+x2−y2−
4xy.
334. v(x, y) = −3(x + 2y)(−2x +
y)2 + (x + 2y)3.
335. v(x, y) = −3(x + 2y)2(−2x +
y) + (−2x + y)3.
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336. v(x, y) = x2 − y2 + 2xy.

337. Äîâåñòè, ÿêùî ôóíêöiÿ u(ρ, ϕ) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi
D, òî ñïðÿæåíà äî íå¨ ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ v(ρ, ϕ) ìîæå áóòè ïîäàíà ó
âèãëÿäi:

v(ρ, ϕ) =

(ρ,ϕ)∫

(ρ0,ϕ0)

ρuρdϕ− uϕ

ρ
dρ + const.

Â ïðèêëàäàõ 338�342 ïåðåâiðèòè óìîâó ãàðìîíi÷íîñòi ôóíêöi¨ u(ρ, ϕ)?
ßêùî u(ρ, ϕ) ãàðìîíi÷íà, òî ââàæàòè ¨¨ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨ f(z). Çíàéòè óÿâíó ÷àñòèíó v(ρ, ϕ) àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) i
ñàìó àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ f(z).

338. u(ρ, ϕ) = ρ2 cos 2ϕ−ρ cos ϕ+1.
339. u(ρ, ϕ) = ρ2 cos 2ϕ−ρ cos ϕ+1.
340. u(ρ, ϕ) = ρ2 sin 2ϕ + ρ cos ϕ.

341. u(ρ, ϕ) = eρ cosϕ cos(ρ sin ϕ).
342. u(ρ, ϕ) = ρϕ(cos ϕ) +
ρ(ln ρ)(sin ϕ).

343. Äîâåñòè, ÿêùî ôóíêöiÿ v(ρ, ϕ) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â îäíîçâ'ÿçíié îáëà-
ñòi D, òî ñïðÿæåíà äî íå¨ ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ u(ρ, ϕ) ìîæå áóòè ïîäàíà
ó âèãëÿäi:

u(ρ, ϕ) =

(ρ,ϕ)∫

(ρ0,ϕ0)

vϕ

ρ
dρ− ρvρdϕ + const.

Â ïðèêëàäàõ 344�346 ïåðåâiðèòè óìîâó ãàðìîíi÷íîñòi ôóíêöi¨ v(ρ, ϕ)?
ßêùî v(ρ, ϕ) ãàðìîíi÷íà, òî ââàæàòè ¨¨ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨ f(z). Çíàéòè äiéñíó ÷àñòèíó u(ρ, ϕ) àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) i
ñàìó àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ f(z).

344. v(ρ, ϕ) = 1
2

(
ρ + 1

ρ

)
cos ϕ.

345. v(ρ, ϕ) = ρϕ cos ϕ +

ρ ln ρ sin ϕ.
346. v(ρ, ϕ) = ρ ln ρ cos ϕ −
ρϕ sin ϕ.

347. Äîâåñòè, ÿêùî ôóíêöiÿ Φ(x, y) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â îäíîçâ'ÿçíié îáëà-
ñòi D, òî ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ R(x, y), ÿêà ¹ ìîäóëåì àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨
f(z) = R · eiΦ ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi:

R(x, y) = const · exp




(x,y)∫

(x0,y0)

Φydx− Φxdy


 .
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Â ïðèêëàäàõ 348�351 ïåðåâiðèòè óìîâó ãàðìîíi÷íîñòi ôóíêöi¨ Φ(x, y)?
ßêùî Φ(x, y) ãàðìîíi÷íà, òî ââàæàòè ¨¨ àðãóìåíòîì arg f(z) àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨ f(z). Çíàéòè ìîäóëü |f(z)| = R(x, y) àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) i
ñàìó ôóíêöiþ f(z).

348. Φ(x, y) = 3x2y − y3.
349. Φ(x, y) = x3 + 6x2y − 3xy2 −
2y3.

350. Φ(x, y) = arctg
[
tg(2xy) th(x2−

y2)
]
.

351. Φ(x, y) = 2x + y.

352. Äîâåñòè, ÿêùî ôóíêöiÿ R(x, y) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â îäíîçâ'ÿçíié îáëà-
ñòi D, òî ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ Φ(x, y), ÿêà ¹ àðãóìåíòîì àíàëiòè÷íî¨ ôóí-
êöi¨ f(z) = R · eiΦ ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi:

Φ(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

Rx

R
dy − Ry

R
dx + const.

Â ïðèêëàäàõ 353�357 ïåðåâiðèòè óìîâó ãàðìîíi÷íîñòi ôóíêöi¨ A(x, y)?
ßêùî A(x, y) ãàðìîíi÷íà, òî ââàæàòè ôóíêöiþ R(x, y) = exp(A(x, y)) ìî-
äóëåì |f(z)| àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z). Çíàéòè àðãóìåíò arg f(z) = Φ(x, y)
àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) i ñàìó ôóíêöiþ f(z).

353. A(x, y) = x + ln(x2 + y2).
354. A(x, y) = x

x2+y2 .
355. A(x, y) = 3xy + 2 ln(x2 + y2).

356. A(x, y) = ln(x2 + y2) + ln(x2 +
y2 + 2x + 1).
357. A(x, y) = 3

2 ln(x2 + y2) + 3(x−
y).

358. Äîâåñòè, ÿêùî ôóíêöiÿ Φ(ρ, ϕ) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â îäíîçâ'ÿçíié îáëà-
ñòi D, òî ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ R(ρ, ϕ), ÿêà ¹ ìîäóëåì àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨
f(z) = R · eiΦ ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi:

R(ρ, ϕ) = const · exp




(ρ,ϕ)∫

(ρ0,ϕ0)

Φϕ

ρ
dρ− ρΦρdϕ


 .

Â ïðèêëàäàõ 359�364 ïåðåâiðèòè óìîâó ãàðìîíi÷íîñòi ôóíêöi¨ Φ(ρ, ϕ)?
ßêùî Φ(ρ, ϕ) ãàðìîíi÷íà, òî ââàæàòè ¨¨ àðãóìåíòîì arg f(z) àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨ f(z). Çíàéòè ìîäóëü |f(z)| = R(ρ, ϕ) àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) i
ñàìó ôóíêöiþ f(z).

359. Φ(ρ, ϕ) = 3ϕ + ρ2 sin 2ϕ.
360. Φ(ρ, ϕ) = ϕ + ρ cos ϕ.

361. Φ(ρ, ϕ) = arctg
(

ϕ
ln ρ

)
.
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362. Φ(ρ, ϕ) = 2ϕ + ρ sin ϕ.
363. Φ(ρ, ϕ) = 3ϕ + ρ2 cos 2ϕ.

364. Φ(ρ, ϕ) = ϕ− ρ3 sin 3ϕ.

365. Äîâåñòè, ÿêùî ôóíêöiÿ R(ρ, ϕ) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â îäíîçâ'ÿçíié îáëà-
ñòi D, òî ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ Φ(ρ, ϕ), ÿêà ¹ àðãóìåíòîì àíàëiòè÷íî¨ ôóí-
êöi¨ f(z) = R · eiΦ ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi:

Φ(ρ, ϕ) =

(ρ,ϕ)∫

(ρ0,ϕ0)

ρRρ

R
dϕ− Rϕ

ρR
dρ + const.

Â ïðèêëàäàõ 366�370 ïåðåâiðèòè óìîâó ãàðìîíi÷íîñòi ôóíêöi¨ A(ρ, ϕ)?
ßêùî âîíà ãàðìîíi÷íà, òî ââàæàòè ôóíêöiþ R(ρ, ϕ) = exp(A(ρ, ϕ)) ìîäó-
ëåì |f(z)| àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z). Çíàéòè àðãóìåíò arg f(z) = Φ(ρ, ϕ)
àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) i ñàìó ôóíêöiþ f(z).

366. A(ρ, ϕ) = ρ2 cos 2ϕ.
367. A(ρ, ϕ) = ln

[
(ϕ + ρ cos ϕ)2 +

(ln ρ− ρ sin ϕ)2
]
.

368. A(ρ, ϕ) = ln
[
(ln ρ)2 + ϕ2)

]
.

369. A(ρ, ϕ) = ρ3 cos 3ϕ.
370. A(ρ, ϕ) = ln

[
ρ2 cos2 ϕ +

(ρ sin ϕ + 1)2
]
.

�2.4. Iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨
Iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ f(z) âçäîâæ êðèâî¨ Γ (àáî

ïî êðèâié Γ) íàçèâàþòü ãðàíèöþ iíòåãðàëüíî¨ ñóìè:
∫

Γ

f(z)dz = lim
l→0

n∑

k=1

f(ζk)∆zk,

ÿêùî öÿ ãðàíèöÿ iñíó¹ íåçàëåæíî âiä âèáîðó òî÷îê zk òà ζk. Ïîçíà÷èâøè
z = x + iy òà f(z) = u(x, y) + iv(x, y), ìàòèìåìî

∫

Γ

f(z)dz =

∫

Γ

[u(x, y) + iv(x, y)] (dx + idy)

=

∫

Γ

u(x, y)dx− v(x, y)dy + i

∫

Γ

u(x, y)dy + v(x, y)dx.

Îòæå iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ � öå êîìïëåêñíå ÷èñëî,
äiéñíà i óÿâíà ÷àñòèíè ÿêîãî ¹ äiéñíèìè êðèâîëiíiéíèìè iíòåãðàëàìè. Òî-
ìó óìîâè iñíóâàííÿ iíòåãðàëà çáiãàþòüñÿ ç óìîâàìè iñíóâàííÿ äiéñíèõ
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êðèâîëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ. ßêùî Γ � öå äîâiëüíà êóñêîâî-ãëàäêà æîðäà-
íîâà êðèâà, à f(z) � êóñêîâî-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òî iíòåãðàë âiä f(z)
âçäîâæ Γ iñíó¹ çàâæäè.

Â ïðèêëàäàõ 371�393 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I âçäîâæ êðèâî¨ C:

371. I =
∫
C

|z|zdz, êîíòóð C ñêëà-

äà¹òüñÿ ç íàïiâêîëà |z| = 1, Im z >
0 òà âiäðiçêà x ∈ (−1, 1), y = 0.

372. I =
∫
C

dz

z2 − 2
, êîíòóð C =

{z : |z| = 2}.
373. I =

∫
C

|dz|/z, óçäîâæ ïðÿìî-
ëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z = 0 â
òî÷êó z = −1− i.
374. I =

∫
C

(z − a)ndz, äå n ∈ N,
óçäîâæ ïåðiìåòðà êâàäðàòà ç öåí-
òðîì ó òî÷öi a òà ñòîðîíàìè, ïàðà-
ëåëüíèìè êîîðäèíàòíèì âiñÿì.
375. I =

∫
C

(z − a)ndz, äå n ∈ N,

êîíòóð C = {z : |z − a| = R}.
376. I =

∫
C

| exp(−z)| · |dz| âçäîâæ
ïðÿìîëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè
z = i− 1 â òî÷êó 0.
377. I =

∫
C

|z − 1| · |dz|, êîíòóð

C = {z : |z| = 1}.
378. I =

∫
C

| cos z|2dz âçäîâæ ïðÿ-
ìîëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z = 0
â òî÷êó z = π.
379. I =

∫
C

z sin zdz âçäîâæ ïðÿìî-
ëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z = 0 â
òî÷êó z = i.
380. I =

∫
C

(z − a)ndz, äå n ∈ N,

êîíòóð C = {z : |z − a| = R}, 0 ≤
arg z − a ≤ π ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi
z = a + R.

381. I =
∫
C

z sin zdz âçäîâæ ïðÿìî-
ëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z = 0 â
òî÷êó z = i.
382. I =

∫
C

| exp z|·|dz| âçäîâæ ïðÿ-
ìîëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z = 0
â òî÷êó z = 2 + 3i.
383. I =

∫
C

| sin z|2dz âçäîâæ ïðÿ-
ìîëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z = 0
â òî÷êó z = i.
384. I =

∫
C

z3|dz|, êîíòóð C =

{z : |z| = 4}.
385. I =

∫
C

z|dz| âçäîâæ ïðÿìîëi-
íiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z = 0 â
òî÷êó z = 1− i.
386. I =

∫
C

|z| · |dz| âçäîâæ ïðÿìî-
ëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z = 1 â
òî÷êó z = 7i.
387. I =

∫
C

sin2 z|dz| âçäîâæ ïðÿ-
ìîëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z =
i + 2 â òî÷êó z = 0.
388. I =

∫
C

z cos zdz âçäîâæ ïðÿ-
ìîëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè z =
−i â òî÷êó z = 1.
389. I =

∫
C

| exp(2z)| · |dz| âçäîâæ
ïðÿìîëiíiéíîãî âiäðiçêà ç òî÷êè
z = 0 â òî÷êó z = i + 3.
390. I =

∫
C

|z + i|2 · |dz|, êîíòóð

C = {z : |z| = 1}.
391. I =

∫
C

(z + i)7dz, óçäîâæ ïåði-
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ìåòðà êâàäðàòà ç öåíòðîì ó òî÷öi
−i òà ñòîðîíàìè, ïàðàëåëüíèìè êî-
îðäèíàòíèì âiñÿì.

392. I =
∫
C

dz

z2 − 4
, êîíòóð C =

{z : |z| = 3}.
393. I =

∫
C

|z|(z)2dz âçäîâæ çà-
ìêíåíîãî êîíòóðà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç íàïiâêîëà |z| = 2, Im z > 0 òà
âiäðiçêà x ∈ (−2, 2), y = 0.

Â ïðèêëàäàõ 394�405 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I âiä çàäàíî¨ âiòêè áàãà-
òîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ âçäîâæ êðèâî¨ C:
394. I =

∫
C

dz/
√

z âçäîâæ íàïiâêîëà |z| = 4, y ≤ 0,
√

4 = −2.

395. I =
∫
C

z
√

3dz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, 1
√

3 = exp(−4iπ
√

3).

396. I =
∫
C

dz/
√

z, êîíòóð C = {z : |z| = 9}, √−9 = −3i.

397. I =
∫
C

dz/
√

z âçäîâæ íàïiâêîëà |z| = R, y ≤ 0,
√−1 = i.

398. I =
∫
C

zαdz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, α ∈ C òà 1α = 1.

399. I =
∫
C

z2idz,, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, äå 12i = 1.

400. I =
∫
C

dz/ 3
√

z âçäîâæ íàïiâêîëà |z| = 1, y ≥ 0, 3
√−1 = exp iπ/3.

401. I =
∫
C

dz/ 5
√

z, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, òà 5
√

1 = 1.

402. I =
∫
C

dz/ 5
√

z, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, òà 5
√

1 = 1.

403. I =
∫
C

z
√

2dz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, òà 1
√

2 = 1.

404. I =
∫
C

z
3
√

2dz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, òà 1
3
√

2 = 1.

405. I =
∫
C

dz
n
√

z
, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, òà n

√
1 = exp 2πi

n , n ∈ N.

Â ïðèêëàäàõ 406�419 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I âiä çàäàíî¨ âiòêè ëîãàðè-
ôìi÷íî¨ ôóíêöi¨ âçäîâæ êðèâî¨ C:
406. I =

∫
C

znLn zdz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, äå n ∈ N òà Ln 1 = 0.

407. I =
∫
C

|Ln z|3dz, äå Ln 1 = 0, êîíòóð C = {z : |z| = 1}.

408. I =
∫
C

Ln zdz, êîíòóð C = {z : |z| = R} òà Ln R = ln R + 2πi.

409. I =
∫
C

znLn zdz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, n ∈ N òà Ln (−1) = iπ.
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410. I =
∫
C

|Ln z|2dz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, Ln 1 = 2πi.

411. I =
∫
C

Ln z

z
dz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, äå Ln 1 = 2πi.

412. I =
∫
C

ln(z − 3)

z − 3
dz, êîíòóð C = {z : |z| = 3}.

413. I =
∫
C

∣∣∣∣
Ln z

z

∣∣∣∣ dz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, äå Ln 1 = 2πi.

414. I =
∫
C

znLn z|dz|, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, äå n ∈ N òà Ln 1 = 0.

415. I =
∫
C

|Ln z|dz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, äå Ln (−1) = 7iπ.

416. I =
∫
C

Ln z|dz|, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, äå Ln 1 = 4πi.

417. I =
∫
C

|Ln z|2dz, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, äå Ln 1 = 2πi.

418. I =
∫
C

Ln z

z
dz, êîíòóð C = {z : |z| = 2}, äå Ln (−2) = ln 2 + 3πi.

419. I =
∫
C

|Ln z| · |dz|, êîíòóð C = {z : |z| = 1}, äå Ln (−1) = −πi.

420. Äîâåñòè, ÿêùî |a| 6= R, òî
∫

|z|=R

|dz|
|z − a||z + a| <

2πR

|R2 − |a|2| .

421. Äîâåñòè, ÿêùî |a| 6= R, òî
∫

|z|=R

|dz|
|z − a|2 =

2πR

|R2 − |a|2| .

422. Íåõàé f(z) ∈ C (U(z0, ε)). Äîâåñòè, ùî

lim
%→0

∫

|z−z0|=%

f(z)

z − z0
dz = 2πi · f(z0).

�2.5. Iíòåãðàëüíà òåîðåìà Êîøi. Iíòåãðàëüíà ôîð-
ìóëà Êîøi

Iíòåãðàëüíà òåîðåìà Êîøi ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî
ôóíêöiÿ f(z) ∈ A (D)

⋂
C

(
D̄

)
, äå îáëàñòü D îäíîçâ'ÿçíà, òî iíòåãðàë
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âçäîâæ ìåæi îáëàñòi ∫

∂D

f(z)dz = 0.

Âàæëèâèì íàñëiäêîì ¹ íåçàëåæíiñòü iíòåãðàëà âiä øëÿõó iíòåãðóâàííÿ:
ÿêùî f(z) àíàëiòè÷íà â îáëàñòi D (íå îáîâ'ÿçêîâî îäíîçâ'ÿçíié), à êðèâi
Γ1 òà Γ2 ãîìîòîïíi, òî

∫

Γ1

f(z)dz =

∫

Γ2

f(z)dz.

ßêùî ôóíêöiÿ f(z) ∈ A (D)
⋂

C
(
D̄

)
, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî z /∈ ∂D ìà¹

ìiñöå iíòåãðàëüíi ôîðìóëè Êîøi:

1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ =

{
f(z), z ∈ D

0, z /∈ D.

n!

2πi

∫

∂D

f(ζ)

(ζ − z)(n+1)dζ =

{
f (n)(z), z ∈ D

0, z /∈ D.

Â ïðèêëàäàõ 423�438 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòå-
ãðàëüíó ôîðìóëè Êîøi, ââàæàòè ùî îáõîä óñiõ êîíòóðiâ çäiéñþ¹òüñÿ
ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

423. I =
∫

|z|=5

dz

(z + i)2 + 25
.

424. I =
∫

|z|=r

dz
(z−a)n(z−b)m , äå 0 <

a < ρ < b, n,m ∈ Z+.

425. I =
∫

|z−i|=1

exp(i + 2 sin z)dz[
z2 − 3+i

2 · z + 1 + 3
4i

]3 .

426. I =
∫

|z|=3

dz

4z2 + 9(1 + i)
.

427. I =
∫

|z|=4

cos z

z2 − π2dz.

428. I =
∫

|z|=2

z7

(z2 + 1)3 (z2 + 5)
dz.

429. I =
∫

|z|=5/2

2 sin3(1 + i)z

(2z + 3i)(z − i)2z3dz.

430. I =
∫

|z|=3

[f(z)]2

(z2 + 3− i4)3dz, äå

f(z) ∈ A(U(0, 3)).

431. I =
∫

|z|=3

sin(z + 2i)

(2z + 3i)2z3dz.

432. I =
∫

|z|=2

ez

z2 − 1
dz.

433. I =
∫

|z+1|=1

dz

(z + 1)(z − 1)3 .

434. I =
∫

|z|=3

cos z

(z − i)3dz.



2.5. Iíòåãðàëüíà òåîðåìà Êîøi. Iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi 27

435. I =
∫

|z|=1/2

ezdz

z(z − 1)3 .

436. I =
∫

|z|=3/2

ezdz

z(z − 1)3 .

437. I =
∫

|z−1|=1/2

ezdz

z(z − 1)3 .

438. I =
∫

|z|=R

dz
(z−a)n(z−b), äå n =

1, 2, . . ., ÿêùî |a| < R < |b|.
Â ïðèêëàäàõ 439�464 âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíó ôîðìóëè Êîøi,

îá÷èñëèòè iíòåãðàë I óçäîâæ ìåæi îáëàñòi D.

439. I =
∫

∂D

3z + 2i sin z

z2 − z + 9 + 3i
dz, îáëàñòü

D = {z = x + iy : y < 4, x + y > 0, x− y < 0} .

440. I =
∫

∂D

ezdz

z2 + a2 , ÿêùî êðóã U(0, a) ⊂ D.

441. I =
∫

∂D

sin(1 + iz)

(z2 + pz + q)2dz, ÿêùî îäèí ç íóëiâ ïîëiíîìà z2 + pz + q

çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi îáëàñòi D, à äðóãèé � çîâíi.

442. I =
∫

∂D

3ei2z sin z

z2 − (3 + i)z + 4 + 3i
dz, îáëàñòü

D = {z = x + iy : x > 3/2, x < 5/2, y > 0, y < 2} .

443. I =
∫

∂D

ezdz

z3 (1− z)2 , îáëàñòü D = {z : |z| < 1/2}.

444. I =
∫

∂D

sin(ez)

(az2 + bz + c)3dz, ÿêùî îäèí ç íóëiâ ïîëiíîìà az2 + bz + c

çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi îáëàñòi D, à äðóãèé � çîâíi.

445. I =
∫

∂D

dz

2z2 + i
, îáëàñòü D = {z = x + iy : x > 0, y > 0, |z| < 1}.

446. I =
∫

∂D

cos3(2z)dz

(1 + 3z) (4z − 3i)3 , îáëàñòü D =
{
z : |z + 1| < √

2
}
.

447. I =
∫

∂D

cos3(2z)dz

(1 + 3z) (4z − 3i)3 , îáëàñòü D =
{
z : |z + 1| < √

2
}
.

448. I =
∫

∂D

z exp(z3)

(z6 − 1)3 dz, îáëàñòü D = {z : Re z < 0, |z| < 3}.

449. I =
∫

∂D

cos(2z3 + i)dz

z(2z − 1)(2z2 + 5z + 2)
, îáëàñòü D =

{
z : |z| < 1, |z + 2

3| > 1
3

}
.
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450. I =
∫

∂D

1 + exp(iz2)

z(3z − i)3

(
3z2 − z(6− i) +

14

3

)dz, îáëàñòü

D =

{
z : Re z > −1

2
, Re z < 1, |Im z| < 2

3

}
.

451. I =
∫

∂D

ez

z (1− z)3dz,îáëàñòü D =
{
z : |z| < 3

2

}
.

452. I =
∫

∂D

(z + 2) sin(z3)

(z2 − z · (7 + 6i) + 17 + 9i)
dz,îáëàñòü

D = {z : |z| < 6,−4 < y = Re z < 4} .

453. I =
∫

∂D

z sin(z2 + 4)

(z2 − 4z(1 + i) + 8 + 14i)
dz,îáëàñòü

D = {z : |z| < 4, | arg z| < π/4} .

454. I =
∫

∂D

sin2(z + i)

(8z + i)3 dz, îáëàñòü D = {z : α < arg z < β, |z| > R}.

455. I =
∫

∂D

sin f(z)

(2z2 + i)4dz, äå f(z) ∈ A(D) îáëàñòü D = {z : 1/8 < |z| < 8}.

456. I =
∫

∂D

(e2z + 3 + i4)2

(z2 + 2i)(z + 7− i)3dz, îáëàñòü D = {z : |z − a|+ |z − b| < R}.

457. I =
∫

∂D

sh(z3 + 8)

(2z + 3i)(z − i)2z3dz, îáëàñòü D = {z : 0 < |z| < 6}.

458. I =
∫

∂D

(ez + 1)

(z2 + a2)3dz, îáëàñòü D = {z : Im z > 0, |z| < R}.

459. I =
∫

∂D

ch(αz + β)

(z3 + a3)
dz, îáëàñòü D = {z : Re z > 0, |z| < R}.

460. I =
∫

∂D

z + 5i

z4 − 1
dz, îáëàñòü D =

{
z : Im z < −1

2 , |z| < 2
}
.

461. I =
∫

∂D

z2ez + 1

(sin z + 1)2dz, îáëàñòü D =
{
z : Im z > 0, |z| < 3

√
2
}
.

462. I =
∫

∂D

(ez + 1)

(z2 + 1)2dz, îáëàñòü D = {z : Im z > 0, |z| < 2}.
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463. I =
∫

∂D

cos z + 1

z2 − π2 dz, îáëàñòü D = {z : Re z > 0, |z| < 4}.

464. I =
∫

∂D

tg zdz, îáëàñòü D =
{
z : |Re z| < √

2, |Im z| < √
2
}
.

Â ïðèêëàäàõ 465�467 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó
ïàðàìåòðà R, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíó ôîðìóëè Êîøi; ÿêùî îáëàñòü
íå âêàçàíî, òî ââàæàòè, ùî îáõîä óñiõ êîíòóðiâ çäiéñþ¹òüñÿ ïðîòè ãî-
äèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

465. I =
∫

|z|=R

esh z

(3iz − 1)
dz.

466. I =
∫

|z|=R

f(z)− 2

(z + 3i)(z2 − 9)
dz, äå f(z) ∈ A(U(0, R)).

467. I =
∫

∂D

sin3 z + 1

(ez + 1)3 dz, äå îáëàñòü D = {z : Im z > 0, Re z > 0, |z| < R}.
468. Ñêiëüêè çíà÷åíü i ÿêèõ ìà¹ iíòåãðàë

I =

∫

∂D

dz
n∏

k=1
(z − zk)

, zj 6= zl,

ÿêùî êîíòóð iíòåãðóâàííÿ íå ïðîõîäèòü íi ÷åðåç îäíó ç òî÷îê zj, j =
1, 2, . . .?

469. Ñêiëüêè çíà÷åíü i ÿêèõ ìà¹ iíòåãðàë

I =
1

2πi

∫

∂D

ezdz

z(1− z)3 ,

â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó îáëàñòi D ?

�2.6. Ðÿä Òåéëîðà
ßêùî ôóíêöiÿ f(z) ∈ A (U(a,R)), òî â áóäü-ÿêîìó êðóçi U(a, ρ) ìåí-

øîãî ðàäióñà ρ < R ôóíêöiþ ìîæëèâî ïðåäñòàâèòè çáiæíèì ðÿäîì Òåé-
ëîðà:

f(z) =
∞∑

n=0

cn(z − a)n, cn =
f (n)(a)

n!
.

Äëÿ çðó÷íîãî îá÷èñëåííÿ òåéëîðiâñüêèõ êîåôiöi¹íòiâ iíîäi êîðèñíî ñêî-
ðèñòàòèñü âiäîìèìè ðîçêëàäàìè. Òàê, íàïðèêëàä, ïðè |z| < 1 ñïðàâäæó-
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¹òüñÿ ðîçâèíåííÿ:
1

1− z
=

∞∑
n=0

zn.

Â ïðèêëàäàõ 470�475 äîâåñòè ôîðìóëè i âêàçàòè îáëàñòi çáiæíîñòi
ðÿäiâ.

470. z3

(z2 + 1)(z − 1)
= −

∞∑
n=1

(
z4n + z4n−1

)
.

471. 1

(z2 + 1)2 =
∞∑

n=0
(n + 1)(−1)nz2n.

472. 1

(1 + z3)2 =
∞∑

n=0
(−1)n(n + 1)z3n.

473. 1

(1 + z)(1 + z2)(1 + z4)
=

∞∑
n=0

(
z8n − z8n+1

)
.

474. z

(z2 + 1)(z2 − 4)
= 1

5

∞∑
n=0

(
(−1)n+1 − 4−n−1

)
z2n+1.

475. 1

(1− z6)3 =
∞∑

n=0

(n + 1)(n + 2)

2
z6n.

�2.7. Ðÿä Ëîðàíà, îñîáëèâi òî÷êè

Ðÿäîì Ëîðàíà â îêîëi òî÷êè a íàçèâàþòü ðÿä âèãëÿäó
∞∑

n=−∞
cn(z−a)n.

Îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ ó êiëüöi V (a, r, R) òîäi òà é
òiëüêè òîäi, êîëè â áóäü-ÿêîìó êiëüöi V (a, r + ε1, R − ε2), ∀ε1, ε2 > 0 öþ
ôóíêöiþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ðiâíîìiðíî çáiæíèì ðÿäîì Ëîðàíà

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n , äå cn =

1

2πi

∫

|ζ−a|=ρ
r<ρ<R

f(ζ)

(ζ − a)n+1dζ.

Òî÷êà a ¹ içîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f(z), ÿêùî iñíó¹
âèêîëîòèé îêië öi¹¨ òî÷êè, â ÿêîìó ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà. Êëàñèôi-
êàöiþ içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê ïðîâîäÿòü â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó
ãîëîâíî¨ ÷àñòèíè ðÿäà Ëîðàíà. Içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà a àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨ f(z) íàçèâà¹òüñÿ:

1◦ óñóâíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ, ÿêùî ãîëîâíà ÷àñòèíà ëîðàíiâñüêîãî
ðîçêëàäó â îêîëi öié òî÷öi âiäñóòíÿ; ïðè öüîìó limz→a f(z) = c0 6= ∞;
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2◦ ïîëþñîì, ÿêùî ãîëîâíà ÷àñòèíà ëîðàíiâñüêîãî ðîçêëàäó â îêîëi öié
òî÷öi ìiñòèòü ñêií÷åíó êiëüêiñòü äîäàíêiâ; ïðè öüîìó limz→a f(z) = ∞;

3◦ ñóòò¹âî îñîáëèâîþ òî÷êîþ, ÿêùî ãîëîâíà ÷àñòèíà ëîðàíiâñüêîãî
ðîçêëàäó â îêîëi öié òî÷öi ìiñòèòü íåñêií÷åíó êiëüêiñòü äîäàíêiâ; ïðè
öüîìó limz→a f(z) íå iñíó¹.
Â ïðèêëàäàõ 476�484 çíàéòè âñi içîëüîâàíi îñîáëèâi òî÷êè ôóíêöi¨

f(z) òà ç'ÿñóâàòè ¨õ òèï.

476. f(z) =
1

z2 − 1
cos

πz

z + 1
.

477. f(z) = exp
(
ctg

π

z

)
.

478. f(z) =
z

sh z
.

479. f(z) = ctg z − 1

z
.

480. f(z) =
ctg πz

πz
.

481. f(z) = z

(
exp

(
1

z

)
− 1

)
.

482. f(z) = sin
(
e1/z

)
.

483. f(z) = sin 3z − 3 sin z.
484. f(z) = z tg2 z.

Â ïðèêëàäàõ 485�492 çíàéòè ìíîæèíó òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ìíîæèíè
C, äå çáiãà¹òüñÿ çàçíà÷åíèé ðÿä Ëîðàíà.

485.
+∞∑

n=−∞
2nzn.

486.
+∞∑

n=−∞
2−|n|zn.

487.
+∞∑

n=−∞

(z − 1)n

ch αn
, äå α > 0.

488.
+∞∑

n=−∞

(z − a)2n

2−n2 + 1
.

489.
+∞∑

n=−∞
2−n2

zn3.

490.
+∞∑

n=−∞

zn

3n + 1
.

491.
+∞∑

n=−∞

zn

n2 + 1
.

492.
+∞∑

n=−∞
2−n2

(z + 1)n.

Â ïðèêëàäàõ 493�509 ðîçêëàñòè ôóíêöiþ f(z) â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòå-
ïåíÿõ (z − a) â êiëüöi V .

493. f(z) =
1

(z + 1)(z − 2)
, êiëüöå

V (0, 1, 2), òî÷êà a = 0.

494. f(z) =
1

(z2 − 1)2(z2 + 4)
,

êiëüöå V (0, 1, 2), òî÷êà a = 0.

495. f(z) =
1

(z2 + 1)2(z2 − 4)
,

êiëüöå V (0, 1, 2), òî÷êà a = 0.

496. f(z) =
1

(z − 1)2(z + 2)
, êiëü-

öå V (0, 1, 2), òî÷êà a = 0.

497. f(z) =
z

(z2 + 1)(z + 2)
, êiëüöå

V (0, 1, 2), òî÷êà a = 0.
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498. f(z) =
z4 + 1

(z − 1)(z + 2)
, êiëüöå

V (0, 1, 2), òî÷êà a = 0.

499. f(z) =
z2 + 1

(z + 1)2(z2 + 4)
, êiëü-

öå V (0, 1, 2), òî÷êà a = 0.

500. f(z) =
1

(z2 + 1)(z + 2)2 , êiëü-
öå V (0, 1, 2), òî÷êà a = 0.

501. f(z) =
1

z(z − 3)2 , êiëüöå
V (1, 1, 2), òî÷êà a = 1.

502. f(z) =
1

z (z − 1) (z − 2)
, òî-

÷êà a = 0, ÿêùî −3
2 ∈ V .

503. f(z) =
z2 − 1

z2 + 1
, òî÷êà a = 1,

ÿêùî 2i ∈ V .

504. f(z) =
1

z2(z2 − 9)
, êiëüöå

V (1, 1, 2), òî÷êà a = 1.

505. f(z) =
z3

(z + 1) (z − 2)
, êiëüöå

V (−1, 0, 3), òî÷êà a = −1.

506. f(z) =
1

(z2 − 1) (z2 + 4)
, êiëü-

öå V = (0, 2,∞), òî÷êà a = 0.

507. f(z) =
z + i

z2 , òî÷êà a = i,
ÿêùî −i ∈ V .

508. f(z) =
2z

z2 − 2i
, òî÷êà a = 1,

ÿêùî −1 ∈ V .
509. f(z) =

z

(z2 − 1)(z2 + 4)
, òî-

÷êà a = 1, ÿêùî −1 ∈ V .

Â ïðèêëàäàõ 510�519 çíàéòè ðÿä Ëîðàíà äëÿ ôóíêöi¨ f(z) â êiëüöi
V (a, r, R) ïðåäñòàâèâøè öþ ôóíêöiþ ó âèãëÿäi f(z) = f1(z)f2(z), äå ôóí-
êöiÿ f1(z) àíàëiòè÷íà â îáëàñòi |z− a| < R, à ôóíêöiÿ f2(z) àíàëiòè÷íà â
îáëàñòi |z − a| > r.

510. f(z) = z3e1/z, äå òî÷êà a = 0,
0 < |z| < ∞.

511. f(z) = z2 sin

(
π

z + 1

z

)
, äå òî-

÷êà a = 0, 0 < |z| < ∞.

512. f(z) = z3 cos

(
1

z − 2

)
, äå òî-

÷êà a = 2, 0 < |z − 2| < ∞.

513. f(z) = z2 sin

(
π

z + 1

z

)
, äå òî-

÷êà a = 0, 0 < |z| < ∞.

514. f(z) =
ez

z(1− z)
, äå òî÷êà a =

0, 0 < |z| < ∞.

515. f(z) =
exp

( 1
z−1

)

z(z + 1)
, äå òî÷êà

a = 1, 1 < |z − 1| < 2.

516. f(z) = exp

[
t

2

(
z − 1

z

)]
, äå

òî÷êà a = 0, 0 < |z| < ∞.
517. f(z) = ez ln

z − α

z − β
,äå òî÷êà

a = 0, max(|α|, |β|) < |z| < ∞.

518. f(z) =
1

z
exp

(
1

z − 1

)
, äå òî-

÷êà a = 1, 0 < |z − 1| < 1.

519. f(z) =
1

z − i
exp

(
3

z

)
, äå òî-

÷êà a = 0, 0 < |z| < 1.
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Â ïðèêëàäàõ 520�528 äëÿ ôóíêöi¨ f(z) çíàéòè ãîëîâíó ÷àñòèíó ðÿäó
Ëîðàíà â îêîëi òî÷êè z0 òà ç'ÿñóâàòè òèï öi¹¨ òî÷êè.

520. f(z) = ctg πz, äå òî÷êà z0 =
0,±1,±2, . . ..
521. f(z) =

1

sin πz
, äå òî÷êà z0 =

0,±1,±2, . . ..
522. f(z) =

z

(z2 + b2)2 , äå òî÷êà
z0 = ib.

523. f(z) =
zeiz

(z2 + b2)2 , äå òî÷êà
z0 = ib, b > 0.

524. f(z) =
(z2 + 1)2

z2 + b2 , äå òî÷êà

z0 = ∞.

525. f(z) =
eiz

z2 + b2 , äå òî÷êà z0 =

ib, b > 0.

526. f(z) =
z − 1

sin2 z
, äå òî÷êà z0 = 0.

527. f(z) =
ez + 1

ez − 1
, äå òî÷êà z0 =

0,±2πi,±4πi, . . ..

528. f(z) =
z

(z + 2)2 , äå òî÷êà
z0 = −2.

�2.8. Îá÷èñëåííÿ ëèøêiâ
Ëèøêîì ôóíêöi¨ f(z) â içîëüîâàíié îñîáëèâié òî÷öi a íàçèâà¹òüñÿ

÷èñëî
res
z=a

f(z) =
1

2πi

∫

C

f(z)dz,

äå C � äîâiëüíà êóñêîâî-ãëàäêà æîðäàíîâà êðèâà, ùî çíàõîäèòüñÿ â îáëà-
ñòi àíàëiòè÷íîñòi f(z) i îõîïëþ¹ a, ïðè÷îìó êîíòóð C ðàçîì iç îáëàñòþ,
ÿêó âií îõîïëþ¹, íå ìiñòèòü iíøèõ îñîáëèâèõ òî÷îê, êðiì a. Çíà÷åííÿ
ëèøêà ìîæå áóòè ëåãêî ïiäðàõîâàíî, ÿêùî ðîçêëàñòè ôóíêöiþ â ðÿä Ëî-
ðàíà: ëèøîê ôóíêöi¨ f(z) â ñêií÷åíié òî÷öi a äîðiâíþ¹ êîåôiöi¹íòó ïðè
1/(z − a) â ëîðàíiâñüêîìó ðîçêëàäi f(z) â îêîëi a:

res
z=a

f(z) = c−1.

Îñíîâíi ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ ëèøêiâ â içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷êàõ:
1◦ óñóâíié îñîáëèâèé òî÷êi, àáî òî÷öi àíàëiòè÷íîñòi, ëèøîê äîðiâíþ¹

íóëåâi.
2◦ â ïðîñòîìó ïîëþñi

res
z=a

f(z) = lim
z→a

(z − a)f(z);

Çîêðåìà, íåõàé f(z) = φ(z)/ψ(z), äå φ, ψ ∈ A(U(a, ε)), ïðè÷îìó φ(a) 6=
0, ψ(a) = 0 òà ψ′(a) 6= 0, òîáòî ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ â a ïðîñòèé ïîëþñ,
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òîäi
res
z=a

φ(z)

ψ(z)
=

φ(a)

ψ′(a)
.

3◦ â ïîëþñi n�ãî ïîðÿäêó

res
z=a

f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→a

dn−1

dzn−1

(
(z − a)nf(z)

)
;

Çîêðåìà, íåõàé f(z) = φ(z)/(z−a)n, äå φ ∈ A(U(a, ε)), ïðè÷îìó φ(a) 6=
0, òîäi

res
z=a

φ(z)

(z − a)n
=

φ(n−1)(a)

(n− 1)!
;

4◦ â ñóòò¹âî îñîáëèâié òî÷öi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òiëüêi òàêà ôîðìóëà

res
z=a

f(z) = c−1.

Ëèøêîì ôóíêöi¨ f(z) â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi z = ∞ ¹ ÷èñëî

res
z=∞

f(z) =
1

2πi

∫

γ−

f(z)dz,

äå γ− � êîëî |z| = R äîñèòü âåëèêîãî ðàäióñà, ùî îáõîäèòüñÿ çà ãîäèí-
íèêîâîþ ñòðiëêîþ (òàê ùî îêië ∞ îáõîäèòüñÿ â äîäàòíüîìó íàïðÿìêó).
Ç öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâàòèìå, ùî

res
z=∞

f(z) = −c−1.

Â ïðèêëàäàõ 529�551 îá÷èñëèòè ëèøîê ôóíêöi¨ â çàçíà÷åíié òî÷öi.

529. res
z=0

exp(z2)

z2n+1 .

530. res
z=1

z exp

(
1

z − 1

)
.

531. res
z=∞

z2 sin(π/z).
532. res

z=∞
zn exp(a/z).

533. res
z=π/4

cos z

z − (π/4)
.

534. res
z=1

ez

(z − 1)2 .

535. res
z=∞

e1/z.

536. res
z=∞

sin z

z2 .

537. res
z=∞

z4 + 1

z6 − 1
.

538. res
z=∞

cos π

(
z + 2

2z

)
.

539. res
z=∞

z cos2(π/z).

540. res
z=∞

sin(1/z)

z − 1
.

541. res
z=∞

cos2(π/z)

z + 1
.

542. res
z=0

zn−1

sinn z
, äå n ∈

N.

543. res
z=0

sin 3z − 3 sin z

sin z(sin z − z)
.

544. res
z=0

tg z − z

(1− cos z)2 .
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545. res
z=0

zn−2

shn z
, äå n =

2, 3, . . ..

546. res
z=0

zn−3 ctgn z,

äå n = 2, 3, . . ..
547. res

z=0

z

ch z − 1− 1
2z

2
.

548. res
z=∞

ln
z − 1

z + 1
.

549. res
z=1

(z+1)3 exp
1

z − 1
.

550. res
z=∞

ez ln
z − α

z − β
.

551. res
z=∞

(z10 + 1) cos(1/z)

(z5 + 2)(z6 − 1)
.

Â ïðèêëàäàõ 552�573 îá÷èñëèòè ëèøêi ôóíêöi¨ f(z) â óñiõ îñîáëèâèõ
òî÷êàõ z ∈ C.

552. f(z) =
1

sin z2 .

553. f(z) =
sin πz

(z − 1)3 .

554. f(z) =
1

ez + 1
.

555. f(z) =
cos z

(z − 1)2 .

556. f(z) =
1

(z2 + 1)(z − 1)2 .

557. f(z) =
1

(z2 + 1)3 .

558. f(z) =
1

sin πz
.

559. f(z) =
z2n

(z − 1)n
,

n ∈ N.

560. f(z) = cth2(πz).

561. f(z) =
1

z + z3 .

562. f(z) = th z.

563. f(z) =
z2

1 + z4 .

564. f(z) =
z2

(1 + z)3 .

565. f(z) = ctg πz.
566. f(z) =

1

z6(z − 2)
.

567. f(z) =
1 + z8

z6(z + 2)
.

568. f(z) =
1 + z10

z6(z2 + 4)
.

569. f(z) =
1 + z2n

zn(z − a)
, äå a 6= 0,

n = 1, 2, . . ..
570. f(z) =
(sin z)(sin(1/z)).
571. f(z) =

cos z

(z2 + 1)2 .

572. f(z) =
1 + z8

z4(z4 + 1)
cos z ch z.

573. f(z) =
sin z

(z2 + 1)2 .



Ãëàâà 3

Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié

�3.1. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ ïî çàìêíåíèõ êîíòóðàõ
çà äîïîìîãîþ ëèøêiâ

Çàñòîñóâàííÿ ëèøêiâ áàçó¹òüñÿ íà òåîðåìi ïðî ëèøêè: íåõàé ôóí-
êöiÿ f(z) ∈ A (D \⋃

k zk), äå k = 1, n < ∞. Òîäi
∫

∂D

f(z)dz = 2πi

n∑

k=1

res
z=zk∈D

f(z).

ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi âñþ-
äó, êðiì ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê, f(z) ∈ A

(
C \⋃

k zk

)
,

äå k = 1, n < ∞, òîäi ïîâíà ñóìà ëèøêiâ ðiâíà íóëåâi:
n∑

k=1

res
z=zk

f(z) + res
z=∞

f(z) = 0.

Â ïðèêëàäàõ 574�615 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I âçäîâæ ìåæi îáëàñòi D.

574. I =
∫

∂D

dz

1 + z4 , îáëàñòü D =

{z : |z − 1| < 1}.

575. I =
∫

∂D

z2dz

sin πz − 1
2

, îáëàñòü

D = {z : Re z > 0, |z| < 2}.

576. I =
∫

∂D

1

(z − 1)2(z2 + 1)
dz,

îáëàñòü D = {z : |z − 1− i| < 2}.

577. I =
∫

∂D

zdz

cos πz + 1
, îáëàñòü

D = {z : Re z > 0, |z| < 5/2}.

578. I =
∫

∂D

sin z

(z + 1)3dz, îáëàñòü

D =
{
x, y : x2/3 + y2/3 < 22/3

}
.

579. I =
∫

∂D

dz

z2 + i
, îáëàñòü D =

{z : |z| < 2, Im z > 0}.

580. I =
∫

∂D

z

z + 3
exp

(
1

3z

)
dz,

îáëàñòü D = {z : |z| > 4}.

581. I =
∫

∂D

zdz

z4 + 5z2 + 4
, îáëàñòü

D = {z : |z| > 1/8, |z| < 8}.

36
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582. I =
∫

∂D

exp

(
1

z

)
dz

(z2 − 1)2(z − 3)2 ,

îáëàñòü D = {z : 2 < |z| < 4}.
583. I =

∫
∂D

tg zdz, îáëàñòü D =

{z : |Re z| < π, |Im z| < 1, }.
584. I =

∫
∂D

z3

z + 1
exp

(1
z

)
dz,

îáëàñòü D = {z : |z| < 2}.
585. I =

∫
∂D

(z + 1)2dz

(sin πz)3 , îáëàñòü

D = {z : |z + 1| < 1/2}.
586. I =

∫
∂D

dz

z3(z10 − 2)
, îáëàñòü

D = {z : |z| < 2}.
587. I =

∫
∂D

z sin2(1/z)dz, îáëàñòü

D = {z : |z| < 1/3}.
588. I =

∫
∂D

z3dz

z4 − 1
, îáëàñòü D =

{z : |z| < 2}.
589. I =

∫
∂D

sin2 z

z5 dz, îáëàñòü D =

{z : |z| > 7}.
590. I =

∫
∂D

z2 sin2(1/z)

(z − 1)(z − 2)
dz,

îáëàñòü D = {z : |z| < 3}.
591. I =

∫
∂D

dz

z3(2z5 − 64i)
, îáëàñòü

D = {z : Re z > 0, Im z > 0, |z| < 2}.
592. I =

∫
∂D

sin
z

z + 1
dz, îáëàñòü

D = {z : |z| > 3}.
593. I =

∫
∂D

(z2 + 1)dz

(z + i)2 , îáëàñòü

D = {z : |z| < 3/2}.

594. I =
∫

∂D

z sin
z + 1

z − 1
dz, îáëàñòü

D = {z : |z| < 2}.
595. I =

∫
∂D

dz

(z2 − 4z + 5)2 ,

îáëàñòü D = {z : Re z > 0, Im z > 0, |z| < 5}.
596. I =

∫
∂D

sin
1

z − 1
dz, îáëàñòü

D = {z : |z − 1| > 1}.

597. I =
∫

∂D

z2

(z2 + a2)3dz, äå
a > 0, îáëàñòü D =
{z : Im z < 0, |z| < 3a}.

598. I =
∫

∂D

exp

(
1

1− z

)
dz

z
,

îáëàñòü D = {z : |z − 2|+ |z + 2| < 6}.
599. I =

∫
∂D

2z − 3

(z2 + β2)2dz, îáëàñòü

D = {z : −1 < Re z < 2, 0 <
Im z < 2β}.
600. I =

∫
∂D

z cos
z

z + 1
dz, îáëàñòü

D = {z : |z| > 2}.
601. I =

∫
∂D

dz

(z2 + 2z + 10)2 ,

îáëàñòü D = {z : |z| > 4}.
602. I =

∫
∂D

sin z

(z3 − z)(z − i)
dz,

îáëàñòü D = {z : |z − 1| < 1}.

603. I =
∫

∂D

2z2 + 4z − 1

z3(z2 + i)2 dz,

îáëàñòü D = {Re z > −1/2, Im z >
−1, |z| < 5}.
604. I =

∫
∂D

ctg z

z
dz, îáëàñòü D =

{z : |z| > 1}.
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605. I =
∫

∂D

cos2 z

z(1− z + z2)2 ,

îáëàñòü D = {z : |z| < 3}.
606. I =

∫
∂D

eπz

2z2 − i
dz, îáëàñòü

D = {z : |z| < 1,Re z > 0, Im z > 0}.
607. I =

∫
∂D

1

z2 − 2iz − 2
dz,

îáëàñòü D = {z : |z| < 5}.
608. I =

∫
∂D

z

ez2 − 1
dz, îáëàñòü

D = {z : |z| > 4}.
609. I =

∫
∂D

z sin z

z2 + i9
dz, îáëàñòü

D = {z : |z| < 4}.

610. I =
∫

∂D

z3

ez2 − 1
dz, îáëàñòü

D = {z : |z| < 4}.
611. I =

∫
∂D

e2z

i− 8z3dz, îáëàñòü D =

{z : |z| < 1}.
612. I =

∫
∂D

dz

125i + z3 , îáëàñòü D =

{z : Re z > 0, Im z > 0, 4 < |z| < 7}.
613. I =

∫
∂D

z2dz

ei2πz2 − 1
, îáëàñòü D =

{
z : |z| < [n + (1/2)]1/2

}
, äå n =

0, 1, 2, . . ..
614. I =

∫
∂D

ln
z + 1

z − 1
dz, îáëàñòü

D = {z : |z| > 2}.
615. I =

∫
∂D

cos z

ln z + iπ
dz, îáëàñòü

D = {z : |z + 1| < 1/2}.

�3.2. Îá÷èñëåííÿ ïðîñòiøèõ âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ
çà äîïîìîãîþ òåîði¨ ëèøêiâ

�3.2.1. Iíòåãðàëè âèãëÿäó I =
∫ 2π

0 R(cos ϕ, sin ϕ)dϕ

Íåõàé R(x, y) � ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ. Òîäi
2π∫

0

R(cos ϕ, sin ϕ)dϕ = 2π
n∑

k=1

res
z=zk

z∈U(0,1)

1

z
R

[
1

2

(
z +

1

z

)
,

1

2i

(
z − 1

z

)]
.

Â ïðèêëàäàõ 616�647 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I.

616. I =
π∫
−π

dϕ

5 + 3 cos ϕ
.

617. I =
π∫
−π

dϕ

13 + 12 sin ϕ
.

618. I =
π∫
0

cos4 ϕ

1 + sin2 ϕ
dϕ.

619. I =
2π∫
0

cos2 ϕ

13 + 12 cos ϕ
dϕ.

620. I =
π∫
0

ctg(ϕ− ia)dϕ, äå a > 0.

621. I =
π∫
0

e2iϕ ctg(ϕ − ia)dϕ, äå
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a > 0.

622. I =
π∫
−π

sin2 ϕ

1− 2a cos ϕ + a2dϕ, äå
a > 1.

623. I =
π∫
−π

sin2 ϕ

1− 2a cos ϕ + a2dϕ, äå
−1 < a < 1.

624. I =
π∫
−π

sin2 ϕ

1− 2a cos ϕ + a2dϕ, äå
a = 1.

625. I =
2π∫
0

dϕ

a + sin ϕ
, äå a > 1.

626. I =
2π∫
0

dϕ

a + sin ϕ
, äå −1 < a <

1.

627. I =
π∫
−π

cos2 2ϕ

1− 2a cos ϕ + a2dϕ, äå
−1 < a < 1.

628. I =
π∫
−π

cos nϕ
1−2a cosϕ+a2dϕ, äå −1 <

a < 1, n = 0, 1, 2, . . ..

629. I =
π∫
−π

sin nϕ

1− 2a sin ϕ + a2dϕ, äå
−1 < a < 1, n = 1, 2, . . ..

630. I =
π∫
−π

(1 + 2 cos ϕ)n

5 + 4 cos ϕ
cos nϕdϕ,

äå n = 0, 1, 2, . . ..

631. I =
π∫
−π

(
cos2 ϕ− cos2 a

sin ϕ− sin a

)n

einϕdϕ,

äå 0 < a < π/2, n = 1, 2, 3 . . ..

632. I =
2π∫
0

cos2 3ϕ

1− 2p cos 2ϕ + p2dϕ,
äå 0 < p < 1.

633. I =
2π∫
0

cos2 3ϕ

1− 2a cos ϕ + a2dϕ äå

|a| < 1.

634. I =
2π∫
0

cos2 3ϕ

1− 2a cos ϕ + a2dϕ äå

|a| > 1.

635. I =
2π∫
0

cos2 3ϕ

1− 2a cos ϕ + a2dϕ äå

|a| = 1.

636. I =
2π∫
0

dϕ

1 + a cos ϕ
, äå |a| < 1.

637. I =
2π∫
0

dϕ

(a + b cos ϕ)2 , äå 0 <

b < a.

638. I =
2π∫
0

dϕ

(a + b cos2 ϕ)2 , äå 0 <

b < a.

639. I =
2π∫
0

cos2 2ϕ

1− 2p cos 2ϕ + p2dϕ,

äå |p| < 1.

640. I =
2π∫
0

cos2 2ϕ

1− 2p cos 2ϕ + p2dϕ,

äå |p| > 1.

641. I =
2π∫
0

cos2 2ϕ

1− 2p cos 2ϕ + p2dϕ,

äå |p| = 1.

642. I =
2π∫
0

dϕ

(a + b cos ϕ)3 , äå 0 <

b < a.

643. I =
2π∫
0

cos 2ϕdϕ

a + b cos ϕ
, äå 0 < b <

a.

644. I =
2π∫
0

sin 2ϕdϕ

a cos ϕ + b
, äå 0 < a <

b.

645. I =
2π∫
0

sin2 ϕdϕ

(a + b cos ϕ)2 , äå 0 <

b < a.
646. I =

π∫
0

cos2 ϕdϕ

1− a sin2 ϕ
, 0 < a < 1.
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647. I =
π∫
0

cos2 ϕdϕ

1− a sin2 ϕ
, 0 < a < 1.

�3.2.2. Iíòåãðàëè âèãëÿäó I =
∫
R f(x)dx

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) � ìåðîìîðôíà íà âåðõíié ïiâïëîùèíi, f(z) ∈
M(C+), ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åíó êiëüêiñòü ïîëþñiâ, íå ìà¹ îñîáëèâèõ òî÷îê
íà äiéñíié âiñi òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

|f(z)| ≤
z→∞

1

|z|1+δ
, δ > 0.

Òîäi ∫

R

f(x)dx = 2πi
∑

zk∈C+

res
z=zk

f(z)

Ïðèïóñòèìî, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ìà¹ ïîëþñè íà äiéñíié âiñi â
òî÷êàõ x = xk. Òîäi iíòåãðàë ðîçáiãà¹òüñÿ. Àëå â öüîìó âèïàäêó ìîæå
çáiãàòèñÿ éîãî ãîëîâíå çíà÷åííÿ â ñåíñi Êîøi. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) ∈
M(C+), ùî ìà¹ ëèøå ñêií÷åíó êiëüêiñòü ïîëþñiâ, çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó
|f(z)| ≤ 1

|z|1+δ ïðè z →∞, äå δ > 0. Òîäi
?

R

f(x)dx = 2πi
∑

zk∈C+

res
z=zk

f(z) + πi
∑

xk∈R
res
z=xk

f(z),

Â ïðèêëàäàõ 648�696 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I.

648. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 + px + q)3 , äå

∆ = p2 − 4q < 0.

649. I =
∞∫
−∞

2x + 1

x6 + i
dx.

650. I =
∞∫
−∞

dx

x4 + 5x2 + 5
dx.

651. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 + a2)2(x2 + b2)
, äå

a > 0, b > 0.

652. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 + a2)3(x2 + b2)
, äå

a > 0, b > 0.

653. I =
∞∫
−∞

(x− 2)dx

x4 + 3x2 + 2
.

654. I =
∞∫
−∞

(x− 1)x

x4 − 2x2 + 2
dx.

655. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 + a2)n
, äå a > 0,

n = 1, 2, . . ..

656. I =
∞∫
−∞

(2x + 1)2

(x2 + 2x + 10)3dx.

657. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 − 2x + 5)(x2 + a2)2 ,
äå a > 0.
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658. I =
∞∫
−∞

dx

x4 + px2 + q
, äå ∆ =

p2 − 4q < 0.

659. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 − 2ix− 2)3 .

660. I =
∞∫
−∞

x3 + 1

(x6 + i64)2dx.

661. I =
∞∫
−∞

dx

(ax4 + bx2 + c)2 , äå

∆ = b2 − 4ac < 0.
662. I =

∞∫
−∞

dx

(x4 − 2ix2 − 2)3 .

663. I =
∞∫
−∞

dx

(x4 − i)3 .

664. I =
∞∫
−∞

2x + 1

x4 − 1 + i
dx.

665. I =
∞∫
−∞

x2 + x + 1

x6 − 1 + i
dx.

666. I =
∞∫
−∞

dx

(x4 − 2x2 + 2)3 .

667. I =
∞∫
−∞

dx

x3 − i
.

668. I =
∞∫
−∞

dx

(x4 + 6x2 + 25)2 .

669. I =
∞∫
0

x2 + 3

x4 + 2x2 + 10
dx.

670. I =
∞∫
0

x2dx

(x4 + 1 + i)2 .

671. I =
∞∫
0

1− 5x2dx

(x4 + 1− i)3 .

672. I =
∞∫
0

x2 − 1

(x2 + a2)3dx, äå a > 0.

673. I =
∞∫
−∞

x2dx

(x2 + 1)(x2 + 9)
dx.

674. I =
∞∫
−∞

dx

x2 − 2ix− 2
.

675. I =
∞∫
−∞

x2 + 1

x4 + 1
dx.

676. I =
∞∫
−∞

x4 + 1

x6 + 1
dx.

677. I =
∞∫
−∞

x2dx

x4 + 6x2 + 25
.

678. I =
∞∫
−∞

x2 − x + 2

x4 + 10x2 + 9
dx.

679. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)3 .

680. I =
∞∫
−∞

x2dx

(x2 − 4ix− 5)2 .

681. I =
∞∫
0

x2dx

(x2 + a2)3 , äå a > 0.

682. I =
∞∫
0

x6dx

(x4 + a4)2 , äå a > 0.

683. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 − 2ix− a2)3 , äå
a > 0.

684. I =
∞∫
0

x4dx

(a + bx2)4 , äå a > 0,
b > 0.

685. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)2 , äå
a > 0, b > 0.

686. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 − 2iαx− α2 − β2)n
,

äå α > 0, β > 0, n = 1, 2, . . . .

687. I =
∞∫
−∞

dx

(a + bx2)n
, äå a > 0,

b > 0, n = 1, 2, . . . .

688. I =
∞∫
−∞

(2x + 1)3

(x4 + 8x2 + 16)2dx.
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689. I =
∞∫
−∞

2x− 1

(x2 + px + q)2dx, äå

p, q ∈ R, D = p2 − 4q < 0.

690. I =
+∞∫
−∞

dx

(x4 + 1)2 .

691. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 + i)(x2 + 4ix− 5)2 .

692. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 − i)2 .

693. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 − 2x + 2)3 .

694. I =
∞∫
−∞

dx

(x2 + 9i)3 .

695. I =
∞∫
−∞

2x− 5

[x2 − (1− i)x + (2 + i)]2
dx.

696. I =
∞∫
−∞

x + 2

(x4 + 16)(x2 − 2ix− 2)
dx.

Â ïðèêëàäàõ 697�704 îá÷èñëèòè ãîëîâíå çíà÷åííÿ iíòåãðàëà.

697. I =
∞>

−∞

dx

(x2 + 1)(x− 1)
.

698. I =
∞>

−∞

dx

x3 − 1
.

699. I =
∞>

−∞

dx

x4 − 1
.

700. I =
∞>

−∞

dx

x5 − 1
.

701. I =
∞>

−∞

dx

(x2 + 2)(x− 1)
.

702. I =
∞>

−∞

x2 + 1

x4 − 1
dx.

703. I =
∞>

−∞

x2 + 2

x4 + 2x2 − 3
dx.

704. I =
∞>

−∞

x2 + x + 4

x4 + 4x2 − 12
dx.

�3.2.3. Iíòåãðàëè âèãëÿäó I =
∫
R

f(x)eiαxdx

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) ∈ M(C+), ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åíó êiëüêiñòü ïî-
ëþñiâ, íå ìà¹ îñîáëèâèõ òî÷îê íà äiéñíî¨ âiñi òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
ëåìè Æîðäàíà. Òîäi

∫

R

eiαxf(x)dx = 2πi
∑

zk∈C+

res
z=zk

[
eiαzf(z)

]
, α > 0. (3.1)

Â ïðèêëàäàõ 705�730 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I.

705. I =
∞∫
0

x sin x

(x2 + a2)2dx, äå a > 0. 706. I =
∞∫
0

cos x

x2 + a2dx, äå a > 0.
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707. I =
∞∫
−∞

x sin x

x2 + 2x + 10
dx.

708. I =
∞∫
−∞

2x3 + 13x

x4 + 13x2 + 36
sin xdx.

709. I =
∞∫
0

cos ax

x4 + x2 + 1
dx, äå a >

0.
710. I =

∞∫
0

cos xdx

(x2 + a2)3dx, äå Re a >

0.
711. I =

∞∫
−∞

x3 sin x

x4 + 5x2 + 4
dx.

712. I =
∞∫
0

cos xdx

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx, äå

Re a > 0, Re b > 0.
713. I =

∞∫
0

cos ax

(x2 + b2)2dx, äå a > 0,
Re b > 0.
714. I =

∞∫
0

x sin ax

x2 + b2 dx, äå a > 0,
Re b > 0.
715. I =

∞∫
0

x sin x

x2 + a2dx, äå a > 0.

716. I =
∞∫
−∞

x cos x

x2 − 2x + 10
dx.

717. I =
∞∫
−∞

(x− 1) cos 2x

x2 − 4x + 5
dx.

718. I =
∞∫
−∞

(x3 + 5x) sin x

x4 + 10x2 + 9
dx.

719. I =
∞∫
−∞

(x + 1) sin 2x

x2 + 2x + 2
dx.

720. I =
∞∫
−∞

cos x

(x2 − 2ix− 2)2dx.

721. I =
∞∫
−∞

e−ix

x4 + 8x2 + 16
dx.

722. I =
∞∫
−∞

eixdx

x2 − 2ix− 2
.

723. I =
∞∫
−∞

(x− 1)eix

x2 − 2x + 2
dx.

724. I =
∞∫
−∞

cos 2x

(ax2 + bx + c)3dx, äå

a, b, c ∈ R, D = b2 − 4ac < 0.

725. I =
∞∫
−∞

eixdx

(x2 + 4ix− 5)3 .

726. I =
∞∫
−∞

(x− 3)eixdx

x2 − 6x + 109
.

727. I =
∞∫
−∞

(x + 1)e−3ix

x2 − 2x + 5
dx.

728. I =
∞∫
−∞

2x sin 2x

x4 − 2x2 + 5
dx.

729. I =
i∞∫
−i∞

z ch z

(z + 1)(z + 2)
dz.

730. I =
i+∞∫
i−∞

z cos zt

(z + 1)2dz, äå t > 0.

�3.3. Îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ âiä áàãàòî-
çíà÷íèõ ôóíêöié

Â òîìó âèïàäêó, êîëè ïîâíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ áàãàòîçíà÷íîþ,
äëÿ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî ëèøêi ïîòðiáíî, ïåðø çà âñå, âèêëþ÷è-
òè òî÷êè ðîçãàëóæåííÿ. Àëå öüîãî íå äîñèòü, òàê ÿê ïðè îáõîäi òî÷îê
ðîçãàëóæåííÿ ôóíêöiÿ íå ïîâåðòà¹òüñÿ äî òîãî æ çíà÷åííÿ, òîáòî íåîá-
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õiäíî çðîáèòè ðîçðiç. À ïîòiì ðîçãëÿäàòè îäíîçíà÷íó âiòêó f(z) ïîâíî¨
àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ùî ¹ áåçïîñåðåäíiì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f(x) íà
C-ïëîùèíó.

�3.3.1. Iíòåãðàëè âèãëÿäó I =
∫
R+

xα−1f(x)dx

Äî öüîãî òèïó íàëåæàòü iíòåãðàëè òèïó ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà ôóí-
êöi¨ f(x). Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) ∈ M(C) ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åíó êiëüêiñòü
ïîëþñiâ, íå ìà¹ îñîáëèâèõ òî÷îê íà R+ òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêàì

lim
z→0

|z|αf(z) = 0, lim
z→∞

|z|αf(z) = 0,

ïðè÷îìó f(0) 6= 0. Òîäi
∫

R+

xα−1f(x)dx =
2πi

1− e2πiα

∑

zk∈C
res
z=zk

{
zα−1f(z)

}
.

Â ïðèêëàäàõ 731�735 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I.

731. I =
∞∫
0

dx

xα(x + β)
, äå β > 0,

α ∈ (0, 1).

732. I =
∞∫
0

dx

(x + 2)(x + 4) 3
√

x
dx.

733. I =
∞∫
0

xα

(x + 1)(x + 2)
dx, äå

α ∈ (−1, 1).

734. I =
∞∫
0

x
√

x

(x + 1)(x + 2)(x + 3)
dx.

735. I =
∞∫
0

xα−1dx

(x + 1)(x + 2) · · · (x + n)
,

äå Re α ∈ (0, n), n ∈ N.

�3.3.2. Iíòåãðàëè òèïà I =
∫ b

a

(
x−a
b−x

)α
f(x)dx

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) ∈ M(C) ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åíó êiëüêiñòü ïîëþñiâ
òà íå ìà¹ îñîáëèâèõ òî÷îê íà iíòåðâàëi Re z ∈ [a; b]. Òîäi

b∫

a

(
x− a

b− x

)α−1

f(x)dx =
2πi

1− e2πiα

∑

zk∈C\[a;b]

res
z=zk

{(
z − a

b− z

)α−1

f(z)

}
, α ∈ (0; 1),

(3.2)
äå ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî âñiõ ïîëþñàõ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóêíöi¨,
âêëþ÷àþ÷è z = ∞, îêðiì òî÷îê ðîçðiçó [a; b].

Â ïðèêëàäàõ 736�747 îá÷èñëèòè iíòåãðàë I.
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736. I =
1∫
0

√
x(1− x)

(x + 1)3 dx.

737. I =
1∫
−1

√
1− x2

x2 + 1
dx.

738. I =
1∫
0

√
x3 − x4dx.

739. I =
1∫
0

x1−p(1− x)p

1 + x
dx, äå p ∈

(−1; 2).

740. I =
1∫
0

x1−p(1− x)p

1 + x2 dx, äå p ∈
(−1; 2).

741. I =
1∫
0

x1−p(1− x)p

(1 + x)2 dx, äå p ∈
(−1; 2).

742. I =
1∫
0

x1−p(1− x)p

(1 + x)3 dx, äå p ∈
(−1; 2).

743. I =
2∫
0

5
√

x2(2− x)3dx.

744. I =
1∫
−1

dx

(x− α)
√

1− x2
, äå

α > 1.

745. I =
1∫
−1

dx

(x− α)
√

1− x2
, äå α ∈

(−1; 1).

746. I =
3∫
1

dx

x2
√

4x− 3− x2
.

747. I =
3∫
2

x + 1

x4
√

5x− 6− x2
dx.

�3.4. Çàäà÷à Äiðiõëå. Ôóíöiÿ Ãðiíà
Ïîñòàíîâà çàäà÷è Äiðiõëå ìà¹ âèãëÿä: çíàéòè ôóíêöiþ u(x, y), ùî

¹ ãàðìîíi÷íîþ â îáëàñòi D, íåïåðåðâíîþ â çàìêíåíié îáëàñòi D, ùî
íà ìåæi ∂D ïðèéìà¹ ïåâíi íåïåðåðâíi çíà÷åííÿ

u(x, y)
∣∣∣
∂D

= u0(x, y).

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øóêàòèìåìî çà äîïîìîãîþ ìåòîäà ôóíêöié Ãðiíà. Ôóí-
êöiÿ Ãðiíà àáî ôóíêöiÿ äæåðåëà çàäà÷è Äiðiõëå � öå ôóíêöiÿ äâîõ çìií-
íèõ G(z, z0), ùî ìà¹ âëàñòèâîñòi:

1. G(z, z0) ∈ Hz(D \ z0);
2. G(z, z0) = 1

2π ln |z − z0|+ h(z), h(z) ∈ H(D);

3. G(z, z0)
∣∣∣
z∈∂D

= 0.

ßêùî ôóíêöiÿ w = f(z, z0) çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi
D íà îäèíè÷íèé êðóã U(0, 1), ïðè ÿêîìó òî÷êà z0 7→ 0, ôóíêöiÿ Ãðiíà
çàäà÷è Äiðiõëå äëÿ îáëàñòi D ìà¹ âèãëÿä

G(z, z0) =
1

2π
ln |f(z, z0)|.
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Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷è Äiðiõëå äà¹òüñÿ òåîðåìîþ Ãðiíà: íåõàé ôóíêöiÿ w =
f(z, z0) çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi D íà îäèíè÷íèé êðóã
U(0, 1), ïðè ÿêîìó òî÷êà z0 7→ 0. Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷è Äiðiõëå äëÿ îáëà-
ñòi D äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ãðiíà

u(z0) =

∫

∂D

u0(z)
∂G(z, z0)

∂n
dz,

äå ∂/∂n � ïîõiäíà â íàïðÿìêó çîâíiøíüî¨ íîðìàëi.
Â ïðèêëàäàõ 748�752 äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ îáëàñòi D ìà¹

çàçíà÷åíèé âèãëÿä.
748. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ ïiâïëîùèíè D = {z : Im z > 0} ¹

G(z, z0) =
1

2π
ln

∣∣∣∣∣
z − z0

z − z0

∣∣∣∣∣.

749. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ êðóãà D = {z : |z| < 1} ¹

G(z, z0) =
1

2π
ln

∣∣∣∣∣
z − z0

1− zz0

∣∣∣∣∣.

750. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ êðóãà D = {z : |z| < R} ¹

G(z, z0) =
1

2π
ln

∣∣∣∣∣
R(z − z0)

R2 − zz0

∣∣∣∣∣.

751. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ ñìóãè D = {z : 0 < Im z < 1} ¹

G(z, z0) =
1

2π
ln

∣∣∣∣∣
eπz − eπz0

eπz − eπz0

∣∣∣∣∣.

752. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ ïðÿìîêóòíèêà D = {z : −K < x <
+K; 0 < y < K′} ¹

G(z, z0) =
1

2π
ln

∣∣∣∣∣
σ(z, k)− σ(z0, k)

σ(z, k)− σ(z0, k)

∣∣∣∣∣.

Â ïðèêëàäàõ 753�757 ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i Äiðiõëå.

753.
∆u(x, y) = 0, â D = {x, y : −∞ < x < +∞, y > 0},

u(x, 0) =
A2

B2 + x2 , A, B ∈ R.
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754.
∆u(ρ, φ) = 0, â D = {ρ, φ : ρ < 1, 0 < φ < 2π},

u(1, φ) =

{
cos φ, 0 < φ < π
sin φ, π < φ < 2π .

755.
∆u(ρ, φ) = 0, â D = {ρ, φ : ρ < R, 0 < φ < 2π},

u(R, φ) =

{
φ, 0 < φ < π
0, π < φ < 2π .

756.
∆u(x, y) = 0, â D = {x, y : −∞ < x < +∞, 0 < y < 1},

u(x, 0) =

{
1, |x| < a
0, |x| > a , u(x, 1) =

{ −1, |x| < b
0, |x| > b .

757.

∆u(x, y) = 0,
â D = {x, y : −K < x < +K; 0 < y < K′},

u(x, 0) = 1, −K < x < +K
u(x,K′) = 0 −K < x < +K,
u(±K, y) = −1 0 < y < K′.

�3.5. Êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ

Êîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì â òî÷öi z0 íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ
w = f(z), ïðè ÿêîìó ìà¹ ìiñöå çáåðiãàííÿ êóòiâ i íåçàëåæíiñòü ìàñøòàáó
âiä íàïðÿìêó. Âiäîáðàæåííÿ w = f(z) ¹ êîíôîðìíèì â îáëàñòi D, ÿêùî
ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ i îäíîëèñòíîþ â îáëàñòi D, à ¨¨ ïîõiäíà íå
ðiâíà íóëåâi â D.

�3.5.1. Äðîáîâî�ëiíiéíi ôóíêöi¨

Ôóíêöiÿ w = σ(z) =
az + b

cz + d
, äå a, b, c òà d � êîìïëåêñíi ñòàëè,

ïðè÷îìó
∣∣ a b

c d

∣∣ = ad− bc 6= 0 òà c 6= 0, ìà¹ íàçâó äðîáîâî-ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨,
à âiäîáðàæåííÿ, ÿêó âîíà çäiéñíþ¹ � äðîáîâî-ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.
Îñíîâíi âëàñòèâîñòi äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü:

1◦ êîíôîðìíiñòü: äðîáîâî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðà-
æåííÿ ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè â ñåáå;

2◦ ãðóïîâà âëàñòèâiñòü: ñóêóïíiñòü äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü óòâî-
ðþ¹ ãðóïó;

3◦ êðóãîâà âëàñòèâiñòü: äðîáîâî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ âiäîáðàæó¹ êîëî ðîç-
øèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íà êîëî ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëî-
ùèíè.
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Âèçíà÷åííÿ äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ çà òðüîìà òî÷êàìè: äðîáî-
âî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ïëîùèíè z íà ïëîùèíó w, ùî ïåðåâîäèòü òî÷êè
z1, z2, z3 íà w1, w2 òà w3 ìà¹ âèãëÿä:

w − w1

w − w3
· w2 − w3

w2 − w1
=

z − z1

z − z3
· z2 − z3

z2 − z1
.

Â ïðèêëàäàõ 758�765 âèçíà÷èòè äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ïëî-
ùèíè z íà ïëîùèíó w, ùî ïåðåâîäèòü òî÷êè z1 7→ w1, z2 7→ w2, z3 7→ w3.

758. −1 7→ 0, i 7→ 2i, 1 + i 7→ 1− i.
759. 1 7→ 1, 2 7→ i, 3 7→ −i.
760. 1 7→ ∞, −1 7→ 0, 3 7→ 1.
761. −1 7→ i, ∞ 7→ 1, i 7→ 1 + i.

762. −1 7→ ∞, ∞ 7→ i, i 7→ 1.
763. −1 7→ 0, ∞ 7→ ∞, i 7→ 1.
764. 1 7→ 1, i 7→ i, 0 7→ −1.
765. 1/2 7→ 1/2, 2 7→ 2, 5/4 +
3i/4 7→ ∞.

Â ïðèêëàäàõ 766�767 çíàéòè âiäîáðàæåííÿ âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè íà
ñåáå ïðè íàâåäåíîìó íîðìóâàííi.

766. 0 7→ 1, 1 7→ 2, 2 7→ ∞. 767. 0 7→ 1, i 7→ 2i.

Â ïðèêëàäàõ 768�774 çíàéòè çàãàëüíèé âèãëÿä äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiä-
îáðàæåíü íàâåäåíèõ îáëàñòåé.
768. Âiäîáðàæåííÿ ïiâïëîùèíè Im z > 0 íà ïiâëîùèíó Im w > 0.
769. Âiäîáðàæåííÿ ïiâïëîùèíè Im z > 0 íà êðóã |w| < 1.
770. Âiäîáðàæåííÿ êðóãà |z| < 1 íà êðóã |w| < 1.
771. Âiäîáðàæåííÿ êðóãà |z − z0| < R íà êðóã |w| < 1.
772. Âiäîáðàæåííÿ êðóãà |z| < R íà ïiâëîùèíó Im w > 0.
773. Âiäîáðàæåííÿ ïiâïëîùèíè Re z > 0 íà êðóã |w| < 1.
774. Âiäîáðàæåííÿ ïiâïëîùèíè Re z > 0 íà ïiâëîùèíó Re w > 0.

�3.5.2. Âiäîáðàæåííÿ åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè
Â ïðèêëàäàõ 775�799 çíàéòè îáðàç îáëàñòi D ïðè âiäîáðàæåííi w(z).

775. D = {z : |z| < 1, Im z > 0}, w =
1− z

1 + z
.

776. D = {z : z /∈ [−2; 1]}, w =
z + 2

1− z
.

777. D = {z : |z − i| > 1, Im z > 0}, w =
1

z
.

778. D = {z : 1 < |z| < 2}, w =
2

z − 1
.
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779. D = {z : Im z > 0}, w = z2.
780. D = {z : Re z > 0}, w = z2.
781. D = {z : π < arg z < 3π/2}, w = z2.
782. D = {z : |z| > 1/2, Re z > 0}, w = z2.
783. D = {z : | arg z| < π/8, z /∈ [0; 1]}, w = z8.
784. D = {z : |z| < 1/2}, w = 1

2 (z + 1/z).
785. D = {z : |z| > 2}, w = 1

2 (z + 1/z).
786. D = {z : |z| < 1, z /∈ [0; 1]}, w = 1

2 (z + 1/z).
787. D = {z : |z| < 1, 0 < arg z < π/2}, w = 1

2 (z + 1/z).
788. D = {z : |z| < 1,−3π/4 < arg z < −π/4}, w = 1

2 (z + 1/z).
789. D = {z : −π < Im z < 0}, w = ez.
790. D = {z : |Im z| < π}, w = ez.
791. D = {z : |Im z| < π/2}, w = ez.
792. D = {z : |Im z| < π/4}, w = th z.
793. D = {z : 0 < Re z < π}, w = tg z.
794. D = {z : 0 < Im z < π}, w = ch z.
795. D = {z : Im z > 0}, w = ln z, äå w(i) = iπ/2.
796. D = {z : −π < Im z < π}, w = z + ez.

797. D = {z : |z| < 1}, w = ln
1

1− z
.

798. D =
{
z : (Im z)2 − (Re z)2 ≤ 1/2

}
, w = ln

(
z +

√
z2 + 1

)
, äå w(0) =

2πi.
799. D = {z : Im z > 0, Re z > 0}, w = ln

(
z +

√
z2 + 1

)
, äå w(2) > 0.

�3.5.3. Âiäîáðàæåííÿ Øâàðöà�Õðèñòîôôåëÿ

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè
íà áàãàòîêóòíèê äà¹ âiäîáðàæåííÿ Øâàðöà�Õðèñòîôôåëÿ. Ôóíêöiÿ

f(z) = C

z∫

z0

n∏

k=1

(z − ak)
αk−1dz + w0

çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè íà îáìåæåíèé
n-êóòíèê òàê, ùî

f(ak) = Ak,

êóò ïðè âåðøèíi Ak äîðiâíþ¹ παk, C, z0, w0 òà ak � êîìïëåêñíi ñòàëè.
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800. Âiäîáðàçèòè âåðõíþ ïiâïëîùèíó C+ â òðèêóòíèê ç êóòàìè π/2, π/4, π/4
òàê, ùîáè

(a1, a2, a3) = (0, 1,∞) 7→ (A1, A2, A3) = (0, ω, ω + iω).

801. Âiäîáðàçèòè âåðõíþ ïiâïëîùèíó C+ â òðèêóòíèê ç êóòàìè π/2, π/3, π/6
òàê, ùîáè

(a1, a2, a3) = (0, 1,∞) 7→ (A1, A2, A3) = (0, ω, ω +
iω√

3
).

802. Âiäîáðàçèòè âåðõíþ ïiâïëîùèíó C+ â òðèêóòíèê ç êóòàìè π/3, π/3, π/3
òàê, ùîáè

(a1, a2, a3) = (0, 1,∞) 7→ (A1, A2, A3) = (0, ω, ω
1 + i

√
3

2
).

803. Çíàéòè îáëàñòi ïëîùèíè w, íà ÿêi ôóíêöiÿ

w = f(z) =

z∫

0

t− λ√
t(t− λ)

dt,

âiäîáðàæà¹ âåðõíþ ïiâïëîùèíó C+ çà óìîâè, ùî 1)λ < 0, 2)0 < λ < 1/2,
3)λ = 1/2, 4)1/2 < λ < 1, 5)λ > 1.
804. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

w = f(z) =

z∫

0

zα1−1(1− z)α2−1dz,

α1 > 0, α2 > 0, α1 + α2 < 1

âiäîáðàæà¹ êîíôîðìíî âåðõíþ ïiâïëîùèíó C+ â òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè

A1 = w(0) = 0, A2 = w(1) =
Γ(α1)Γ(α2)

Γ(α1 + α2)
,

A3 = w(∞) = eıα1
Γ(α1)Γ(1− α1 − α2)

Γ(1− α2)
.

805. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

w = f(z) =

z∫

0

dz

(1− z6)1/3

âiäîáðàæà¹ êîíôîðìíî êðóã |z| < 1 â ïðàâèëüíèé øåñòèêóòíèê ç âåðøè-
íàìè Ak = Aeıπk/3, k = 1, 2, . . . , 6, äå

A =
Γ(1/6)Γ(2/3)

6Γ(5/6)
.
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806. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

w = f(z) =

z∫

∞

(1 + z5)2/5

(1− z5)4/5dz

âiäîáðàæà¹ êîíôîðìíî êðóã |z| < 1 â çiðêó ç âåðøèíàìè

Ak = Aeı2πk/5, Bk = Beıπ(2k+1)/5, k = 1, 2, . . . , 5,

äå

A =

1∫

0

(1 + t5)4/5

(1− t5)2/5dt B =

1∫

0

(1− z5)2/5

(1 + z5)4/5dt.

807. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ Øâàðöà-Õðèñòîôôåëÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ëiíiéíî-
ãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè

w′′ =

(
n∑

k=1

αk − 1

z − ak

)
w.

�3.6. Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Îïåðàöiéíå ÷èñëåííÿ
Ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà ôóíêöi¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ f(t) (ôóíêöi¨ îðèãi-

íàë) íàçèâàþòü ôóíêöiþ F (p) êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ p = s + iσ (ôóíêöiþ
çîáðàæåííÿ)

F (p) =

∞∫

0

f(t)e−ptdt, f(t) =

a+i∞∫

a−i∞

F (p)eptdp.

Çâ'ÿçîê ìiæ çîáðàæåííÿì i îðèãiíàëîì ïîçíà÷àòèìåìî:

f(t) : F (p) àáî F (p) : f(t).

Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà:
1◦ Ëiíiéíiñòü: αf(t) + βg(t) : αF (p) + βG(p).

2◦ Ïîäiáíiñòü: f(αt) : F (p/α)

α
.

3◦ Çàïiçíåííÿ: f(t− τ) : e−pτF (p).
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4◦ Çñóâ: ep0tf(t) : F (p− p0).

5◦ Çãîðòêà: F (p)G(p) :
t∫

0
f(τ)g(t− τ)dτ .

6◦ Äèôåðåíöiþâàííÿ îðèãiíàëà: f ′(t) : pF (p)− f(0).

7◦ Äèôåðåíöiþâàííÿ çîáðàæåííÿ: F (n)(p) : (−1)ntnf(t).

8◦ Iíòåãðóâàííÿ îðèãiíàëà:
t∫

0
f(t)dt : F (p)

p .

9◦ Iíòåãðóâàííÿ çîáðàæåííÿ: f(t)

t
:

∞∫
p

F (p)dp.

Â ïðèêëàäàõ 808�821 äîâåñòè ïåâíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îðèãiíàëîì
i çîáðàæåííÿì ôóíêöi¨.

808. xa : Γ(a + 1)

pa+1 , äå a > −1.

809. e−λx : 1

p + λ
.

810. xae−λx : Γ(a + 1)

(p + λ)(a+1)

811. sin ωx : ω

p2 + ω2 .

812. cos ωx : p

p2 + ω2 .

813. e−λx sin(ωx + α) :
ω cos α + (p + λ) sin α

(p + λ)2 + ω2 .

814. e−λx cos(ωx + α) :
(p + λ) cos α− ω sin α

(p + λ)2 + ω2 .

815. e−αx

√
πx

: 1√
p + α

.

816.
exp(−α2

4x)√
πx

: exp(−α
√

p)√
p

.

817. e−α2x2 :
√

π
2 exp(

p2

4α2 )
[
1 −

Φ
(

p
2α

)]
, äå Φ (z) = 2√

π

z∫
0

e−t2dt.

818. 1

t
(ebt − eat) : ln

p− a

p− b
.

819. sh ωx : ω

p2 − ω2 .

820. ch ωx : p

p2 − ω2 .

821. f(0)g(x)+
x∫
0

f ′(y)g(x− y)dy :

pF (p)G(p).

Â ïðèêëàäàõ 822�828 ìåòîäîì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ðîçâ'ÿçàòè çà-
äà÷i Êîøi äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
822. y(IV ) + 2y(II) + y = sin x, äå y(0) = y(I)(0) = y(II)(0) = y(III)(0) = 0.
823. y(III) + y = 1, äå y(0) = y(I)(0) = y(II)(0) = 0.
824. y(III) + 3y(II) + 3y(I) + y = 1, äå y(0) = y(I)(0) = y(II)(0) = 0.
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825. y(II) + a2y = b cos ax, äå y(0) = y0, y(I)(0) = y1.
826. y(II) + 10y(I) + 74y = 28 sin 4t, äå y(0) = 0, y(I)(0) = 2.

827.
{

(2x(II) − x(I) + 9x)− (y(II) + y(I) + 3y) = 0,

(2x(II) + x(I) + 7x)− (y(II) − y(I) + 5y) = 0,
äå x(0) = x(I)(0) = 1,

y(0) = y(I)(0) = 0.

828.





x(II) − x + y + z = 0,

x + y(II) − y + z = 0,

x + y + z(II) − z = 0,

äå x(0) = 1, x(I)(0) = 0, y(0) = 0, y(I)(0) =

0, z(0) = 0, z(I)(0) = 0.
Â ïðèêëàäàõ 829�833 ìåòîäîì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ðîçâ'ÿçàòè çà-

äà÷i Êîøi äëÿ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ðiâíÿíü.
829. y(t + 2) = y(t + 1) + y(t), äå y(0) = 0, y(1) = 1. r
830. f(t + 4) + 2f(t + 3) + 3f(t + 2) + 2f(t + 1) + f(t) = 0, äå f(0) = 0,
f(1) = 0, f(2) = 1, f(3) = 0

831. f(t + 3) − 3f(t + 2) + 3f(t + 1) − f(t) = 0, äå f(0) = 0, f(1) = 0,
f(2) = 1

832. f(t + 4) − 5
2f(t + 3) + 5

2f(t + 1) − f(t) = 1, äå f(0) = 0, f(1) = 11,
f(2) = −8, f(3) = 6.
833. f(t + 2) + f(t + 1) + f(t) = 0, äå f(0) = 1, f(1) = −1

Â ïðèêëàäàõ 834�836 ìåòîäîì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ðîçâ'ÿçàòè ií-
òåãðàëüíå ðiâíÿííÿ.

834. f(t) + λ
t∫

0
f(s)eα(t−s)ds = g(t).

835. f(t) + λ
t∫

0
f(s) sin ω(t− s)ds = g(t).

836. f(t) + λ
t∫

0
f(s) cos ω(t− s)ds = g(t).

Â ïðèêëàäàõ 837�837 ìåòîäîì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ðîçâ'ÿçàòè iíòåãðî�
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ.

837. 2y(I)(t) + 3y(t) + λ
t∫

0
y(s)eα(t−s)ds = a + bt.

Â ïðèêëàäàõ 838�839 ìåòîäîì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ðîçâ'ÿçàòè çà-
äà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

838.
utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = −v0,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0.
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839. vxx − 1
κvt = 0, a < x < b, t > 0,

v(x, 0) = v0(x), v(x, a) = v1(t), v(b, t) = v2(t).

Â ïðèêëàäàõ 840�842 ìåòîäîì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ðîçâ'ÿçàòè íà-
ñòóïíi ðiâíÿííÿ.

840. y(I)(t) + 2y(t) + y(t + 1) + 3
t∫

0
y(s)e2(t−s)ds = 1 + t.

841. 2y(I)(t) + y(t + 1) + 3
t∫

0
y(s) sin(t− s)ds = 4t.

842. y(t) + 3y(t + 1) + 5
t∫

0
y(s)e(t−s)ds = 4 + t2.
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