
Список формул з курсу �Електродинамiка вакуума�, якi студент має
знати напам’ять

I Спецiальна теорiя вiдносностi
1) Релятивiстська кiнематика

a. Спецiальне перетворення Лоренца для координат i часу:

x′ =
x− V t√
1− V 2/c2

, y′ = y, z′ = z, t′ =
t− V x/c2√
1− V 2/c2

.

b. Сповiльнення часу: τ2 − τ1 =
2∫
1

dt
√

1− v(t)2

c2
(τ — власний час).

c. Лоренцеве скорочення: l = l0

√
1− v2

c2
(l0 — власна довжина).

d. Релятивiстське додавання швидкостей:

v′x =
vx − V

1− vx·V
c2

, v′y =
v′y
√

1− V 2/c2

1− vx·V
c2

, v′z ==
v′z
√

1− V 2/c2

1− vx·V
c2

.

2) Геометрiя 4-простору
a. Закон перетворення контраварiантних компонент 4–вектора: A′i = ΛikA

k = ∂x′i

∂xk
Ak.

b. Закон перетворення коварiантних компонент 4–вектора: B′i =
(
Λ−1

)k
i
Bk = ∂xk

∂x′i
Bk.

c. Перетворення 4-вектора при спецiальному перетвореннi Лоренца:

A′
1

= γ
(
A1 − βA4

)
, A′

2
= A2, A′

3
= A3, A′

4
= γ

(
A4 − βA1

)
.

d. Диференцiальнi операцiї:

коварiантний оператор 4–градiєнта:
∂φ

∂xi
=

(
∇φ, 1

c

∂φ

∂t

)
контраварiантний оператор 4–градiєнта:

∂φ

∂xi
=

(
∇φ,−1

c

∂φ

∂t

)
4-дивергенцiя:

∂Ai

∂xi
=
∂Ai

∂xi
= divA+

1

c
· ∂A

4

∂t

4-ротор:
∂Ai

∂xk
− ∂Ak

∂xi

Оператор д’Аламбера:
∂2

∂xk∂xk
= ∇2 − 1

c2
∂2

∂t2
= �

3) Релятивiстська механiка
a. 4–швидкiсть, 4–прискорення, 4–iмпульс: ui = dxi

dτ = (γv, γc); wi = dui

dτ , p
i =

(
p, Ec

)
.

b. Функцiя Лагранжа: L = −mc2
√

1− v2

c2
− U(r)

c. Функцiя Гамiльтона: H =
√
p2c2 +m2c4 + U(r),

II Рiвняння електромагнiтного поля
1) Заряд в електромагнiтному полi

a. Узагальнений iмпульс: P = mv√
1− v2

c2

+ e
cA = p+ e

cA.

b. Релятивiстська функцiя Лагранжа зарядженої частинки в електромагнiтному полi:
L = −mc2

√
1− v2

c2
+ e

cA · v − eφ.
c. Нерелятивiстська функцiя Лагранжа зарядженої частинки в електромагнiтному полi:
L = mv2

2 + e
cA · v − eφ.

d. Релятивiстська функцiя Гамiльтона зарядженої частинки в електромагнiтному полi:

H =
√
m2c4 + c2

(
P − e

cA
)2

+ eφ.

e. Нерелятивiстська функцiя Гамiльтона зарядженої частинки в електромагнiтному полi:

H =
(P− e

c
A)

2

2m + eφ.
f. Сила Лоренца: F = eE + e

c [v ×B] .
g. Зв’язок мiж напруженостями полiв i потенцiалами:

E = −1

c

∂A

∂t
− gradφ, B = rotA.

h. Калiбрувальне (градiєнтне) для векторного та скалярного потенцiалiв:

Ak ⇒ Ak +
∂ψ

∂xk
або A⇒ A+ gradψ, φ⇒ φ− 1

c

∂ψ

∂t
.
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i. Типи калiбровок:

гамiльтонова калiбровка φ = 0,

кулонова калiбровка divA = 0,

лоренцева калiбровка divA+
1

c

∂φ

∂t
= 0

(
∂Ak

∂xk
= 0

)
,

аксiальна калiбровка Az = 0.

j. 4-тензор електромагнiтного поля: F ki = Ai,k −Ak,i:

||F ||ik =


0 Bz −By −Ex
−Bz 0 Bx −Ey
By −Bx 0 −Ez
Ex Ey Ez 0

 , ||F ||ik =


0 Bz −By Ex
−Bz 0 Bx Ey
By −Bx 0 Ez
−Ex −Ey −Ez 0

 .

k. Коварiантне рiвняння руха заряда в електромагнiтному полi:

m
duk
dτ

=
e

c
Fkiu

i, або m
duk

dτ
=
e

c
F kiui,

l. Формули для перетворень полiв:

E′
‖ = E‖, E′⊥ = γ

(
E⊥ +

1

c
[v ×B⊥]

)
,

B′
‖ = B‖, B′⊥ = γ

(
B⊥ −

1

c
[v ×E⊥]

)
.

m. Iнварiантами електромагнiтного поля:

F ikFik = inv, F ikF lmεiklm = inv або E2 −B2 = inv, (E ·B) = inv.

2) Рiвняння електромагнiтного поля
a. 4–вектор струма : jk = (j, ρc) = ρdx

k

dt
b. Рiвняння неперервностi (закон збереження заряду):

∂jk

∂xk
= 0, або

∂ ρ

∂ t
+ divj = 0 або

de

dt
= −

∮
S

j · n · dS.

c. Вираз для повної дiї зарядiв i поля:

S = −
∑
a

mac
2

∫
dτ +

1

c2

∫ (
Akj

k − c

16π
FikF

ik
)
d4x.

d. Рiзнi форми рiвнянь Максвелла:
Закон електро– Коварiантна Диференцiальна Iнтегральна
магнiтного поля форма форма форма

Закон вiдсутностi
магнiтного заряду divB = 0

∫
S

B dS = 0

Закон електромагнiтої εkimlFml,i = 0

iндукцiї Фарадея rotE = −1

c

∂B

∂t

∮
L

E dl = −1

c

∂

∂t

∫
S

B dS

Закон Кулона divE = 4πρ
∮
S

E dS = 4πq

Закон Бiо –Савара – Лапласа F ki,i = 4π
c j

k rotB =
4π

c
j +

1

c

∂E

∂t

∮
L

B dl =
4π

c
I + +

1

c

∂

∂t

∫
S

E dS

e. Межовi умови:

(
E(2) −E(1)

)
· n12 = 4πσ,

[
n12 ×

(
E(2) −E(1)

)]
= 0,(

−B(1) +B(2)
)
· n12 = 0,

[
n12 ×

(
B(2) −B(1)

)]
=

4π

c
jS .
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f. Закон збереження енергiї електромагнiтного поля (теорема Умова–Пойнтiнга):

∂W

∂t
= −divS − j ·E або

∂

∂t

∫
V

W dV = −
∫
S

S ds−
∫
V

j ·E dV, W =
E2 +B2

8π
, S =

c

4π
[E ×B] .

g. Рiвняння для потенцiалiв (рiвняння д’Аламбера, або хвильови рiвняння):

4-вимiрнi позначення
∂2Ak

∂xi∂xi
= −4π

c
jk, або �Ak = −4π

c
jk

3-вимiрнi позначення �A = −4π

c
j, �φ = −4πρ.

3) Електростатика
a. Рiвняння електростатики divE = 4πρ, rotE = 0.
b. Рiвняння Лапласса ∆φ = 0
c. Рiвняння Пуассона ∆φ = −4πρ

d. Загальний розв’язок рiвняння Пуассона: φ(r) =
∫
V

ρ(r′)dV ′

|r − r′|
e. Означення перших мультипольних моментiв

Дискретний розподiл Hеперервний розподiл
зарядiв зарядiв

Заряд q =
n∑
i=1

qi q =
∫
V

ρ(r′)dV ′

Дипольний момент d =
n∑
i=1

qir
′
i d =

∫
V

r′ρ(r′)dV ′

Квадрупольний момент Dαβ =
n∑
i=1

qi(3x
′
αix
′
βi − δαβr′i

2) Dαβ =
∫
V

ρ(r′)
(
3x′αx

′
β − δαβr′

2)dV ′
f. Потенцiал на великих вiдстанях: φ(r) =

q

r
+
r · d
r3

+
Dαβx

αxβ

2r5
+ · · · ,

g. Електричне поле диполя: Edip =
3n(d · n)− d

r3

h. Потенцiал аксiально–симметричного квадруполя: φquad =
D(3 cos3 θ − 1)

4r3
i. Повна енергiя системи зарядiв у зовнiшньому електричному полi: E = qφ0 − d ·E0 + . . . .

4) Магнiтостатика
a. Рiвняння магнiтостатики divB = 0, rotB = 4π

c j.
b. Рiвняння Лапласса ∆A = 0

c. Рiвняння Пуассона ∆A = −4π

c
j

d. Загальний розв’язок рiвняння Пуассона: A(r) =
1

c

∫
V

j(r′)dV ′

|r − r′|

e. Магнiтний дипольний момент: µ =
1

2c

∫
V

[r′ × j(r′)] dV ′.

f. Потенцiал на великих вiдстанях: A =
[µ× r]

r3

g. Магнiтне поле магнiтного диполя: B = −µ− 3n(µ · n)

r3
h. Повна енергiя у зовнiшньому магнiтному полi: E = −µ ·B0.

III Електромагнiтни хвилi
1) Плоскi електромагнiтнi хвилi

a. Загальний вигляд плоскої хвилi: u(x, t) = f(x− ct) + g(x+ ct).
b. Плоска монохроматична хвиля: A(r, t) = A0e

ik·r−iωt, k = ω
cn.

c. Хвильовий 4-вектор ki = (kx, ky, kz, ω/c).

d. Ефект Доплера: ω = ω′

√
1− v2

c2

1− V

c
cos θ

e. Закон Хаббла: dRdt = H ·R, H ≈ (50− 100) км
с·Мпк .

2) Сферичнi електромагнiтнi хвилi

a. Загальний вигляд сферичної хвилi: u(x, t) =
f(r − ct)

r
+
g(r + ct)

r
.
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b. Сферична монохроматична хвиля: A(r, t) = A0 ·
eikr−iωt

r
.

c. Загальний розв’язок хвильового рiвняння:

потенцiали спiзнення: φ(r, t) =

∫
V

ρ(r′, t− |r−r
′|

c )

|r − r′|
dV ′, A(r, t) =

1

c

∫ j
(
r′, t− |r−r

′|
c

)
|r − r′|

dV ′

потенцiали випередження: φ(r, t) =

∫
V

ρ(r′, t+ |r−r′|
c )

|r − r′|
dV ′, A(r, t) =

1

c

∫ j
(
r′, t+ |r−r′|

c

)
|r − r′|

dV ′

3) Електромагнiтне поле точкового заряду
a. Потенцiали Льєнара —Вiхерта: φ(r, t) = q/s, A(r, t) = βφ, β = v/c, s = R− β ·R.
b. Електромагнiтне поле частинки, що рухається довiльним чином:

E =
q

R2
·
(
1− β2

)
(n− β)

(1− β · n)3
+

q

c2R
· n× [(n− β)× v̇]

(1− β · n)3
, B = [n×E] .

c. Формула Лармора: P =
2q2v̇2

3c3
.

4) Електро–дипольне випромiнювання
a. Критерiй електродипольного наближення: a� λ� r.

b. Напружненiсть поля випромiнювання: Edip =

[
n×

[
n× d̈

]]
c2r

, Bdip = [n×E]

c. Кутовий розподiл потужностi випромiнювання:
dP

dΩ
=

[
d̈× n

]2
4πc3

.

d. Повна потужнiсть дипольного випромiнювання: P =
2

3c3
d̈

2
.

e. Опiр випромiнювання: Rλ =
8π2

3c

(
L

λ

)2

.

5) Взаємодiя заряджених частинок з випромiнюванням

a. Класичний радiус електрона: r0 =
e2

mc2
.

b. Сила радiацiйного тертя: F rad =
2e2

3c2
...
r .

c. Природна ширина спектральної лiнiї: ∆λ =
4π

3
r0.

d. Формула Томпсона: σ =
8π

3
r20.


