
Алгебра подiй (самостiйна робота)

Вивчаємо операцiї над пiдмножинами деякої непорожньої множини, яку позначатимемо X.
Вона вибирається довiльно, але в ходi мiркувань не повинна змiнюватись (iнакше можуть вини-
кати логiчнi парадокси). Її ще називають унiверсальною, однак це не властивiсть, а роль.

Нагадати позначення перетину, об’єднання, доповнення, теоретико-множинної рiзницi A\B,
також ввести операцiю A4B = (A∪B)\ (A∩B) ≡ A\B∪B \A, результат якої називається симе-
тричною рiзницею. Дати логiчну i геометричну iнтерпетацiї. Виписати випливаючi безпосередньо
з означення властивостi операцiї 4:

A4B = B4A, A4A = ∅, A4Ac = X, A4∅ = A, A4X = Ac.

Пояснити взаємно однозначний зв’язок мiж скiнченномiсними теоретико-множинними опе-
рацiями i таблицями iстинностi.

1

Довести за допомогою таблицi iстинностi закон асоцiативностi (A4B)4C = A4(B4C).

Ця задача дозволяє писати A4B4C без дужок.

2

Довести еквiвалентнiсть

A4B = C4D ⇐⇒ B4C = A4D

Розв’язання. A4B = C4D =⇒ A4B4C = D i далi зрозумiло.

3

Двоє гравцiв по черзi стрiляють у цiль. Виразити кожну з подiй

Ai = {i-й гравець влучив перший}, i = 1, 2,

через подiї
Aij = {i-й гравець влучив у своїй j-й спробi}.

Вiдповiдь:

A1 =
∞⋃

n=1

(
n−1⋂
j=1

(
Ac

1j ∩ Ac
2j

)
)
∩ A1n, A2 =

∞⋃
n=1

(
n−1⋂
j=1

(
Ac

1j ∩ Ac
2j

)
)
∩ Ac

1n ∩ A2n.

Пояснити тiльки, що перетин порожньої сукупностi пiдмножин деякої множини є, за означенням,
сама ця множина (подiбно до того, як добуток порожньої сукупностi спiвмножникiв покладається
рiвним одиницi).

∗ ∗ ∗

Вводимо поняття iндикатора множини: χA(x) =

[
1, x ∈ A,
0, x ∈ X \ A.

(Менi бiльше до вподоби позначення IA, але я пишу так, як у задачнику). Виписати з короткими
коментарями замiсть доведень (а що тут доводити?) тотожностi

χA∩B = χA ∧ χB = χAχB, χA∪B = χA ∨ χB.

Крiм того, χA∪B = χA+χB−χA∩B , i ця рiвнiсть – окремий випадок формули включень-виключень.
Справдi, при фiксованому x функцiя χA(x) аргументу A адитивна.



4

Довести тотожнiсть χA4B = |χA − χB|.

5

Довести тотожнiсть A ∩ (B4C) = (A ∩B)4(A ∩ C).
Вказiвка. Скористатись результатом попередньої задачi.

6

Пов’яжемо з кожною послiдовнiстю (An, n ∈ N) множин (подiй) такi двi множини (подiї):
A∗ складається з тих елементiв унiверсальної множини, якi належать безлiчi з множин An; A∗
складається з тих елементiв унiверсальної множини, якi належать зрештою всiм An (тобто всiм
An, крiм, можливо, скiнченного числа їх). У термiнах подiй: наста́ння A∗ означає настання безлiчi
з подiй An; настання A∗ рiвносильне настанню всiх An, крiм, можливо, скiнченного числа їх.

Задача: виразити A∗ i A∗ через An, n ∈ N, а χA∗ i χA∗ – через χAn , n ∈ N.
Вiдповiдь.

A∗ =
∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak, A∗ =
∞⋃

n=1

∞⋂

k=n

Ak,

χA∗ = inf
n>1

sup
k>n

χAk
, χA∗ = sup

n>1
inf
k>n

χAk
.

Останнi двi рiвностi можна записати ще у виглядi

χA∗ = lim
n→∞

χAn , χA∗ = lim
n→∞

χAn .

Це дає пiдставу назвати множини A∗ i A∗ вiдповiдно верхньою i нижньою границями послiдов-
ностi (An) i перепозначити на lim

n→∞
An i lim

n→∞
An вiдповiдно.

∗ ∗ ∗

Нагадати означення декартового добутку множин A1 i A2 :

A1 × A2 = {(a1, a2) : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2}.
Якщо ми хочемо розглядати декартове множення разом iз iншими теоретико-множинними опе-
рацiями, то повиннi задати двi унiверсальнi множини, X1 i X2 (якi можуть i спiвпадати), i з них
утворити ще й третю – X1 ×X2.

7

Виразити iндикатор декартового добутку через iндикатори спiвмножникiв i порiвняти одер-
жаний вираз iз виразом iндикатора перетину множин.

Вiдповiдь: χA1×A2(x1, x2) = χA1(x1)χA2(x2), тодi як для перетину ранiше було знайдено
χA∩B(x) = χA(x)χB(x). В обох виразах стоїть добуток функцiй, тiльки в другому вiн звичайний,
поточковий, а в першому – тензорний (кожний спiвмножник входить зi своїм власним аргумен-
том).

8

Довести тотожнiсть A1 × A2 ∩B1 ×B2 = (A1 ×B1) ∩ (A2 ×B2).
Вказiвка. Скористатись результатом попередньої задачi.

Додому. Довести спiввiдношення: Ac4Bc = A4B, (A4B)c = Ac4B = A4Bc,
(A ∪B)4(C ∪D) ⊂ (A4C) ∪ (B4D).


