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1. В В Д Ш Е

Экопериментальноа исследование олучайных процессов, как прави
ло, связало с выполнением большого объема измерений и требует 
сложной статист.леской обработки данных. Это ооздает значительные 
трудности в формировании у студентов практических навыков отатис- 
тических исследований. Введение на практических занятиях работ 
о применением даалого-вычислителышх комплексов (ДВК) открывает 
широкие возможности для имитационного моделирования реальных про- 
цеооов, оперативной обработки больших масоивов данных, для выяв
ления статистических закономерностей и их наглядного отображения 
в форме таблиц и графиков. В учебном пособии обобщен опыт поста
новки и проведения по курсу "Статистическая радиофизика" практи
кума, основой которого являетоя математическое моделирование про
цессов 7 численный экоперимент на ЭВМ. В учебном плане практикуму 
предшеотвует курс по программированию, решению прикладных задач 
на ЗВМ, а также соответствующая вычислительная практика. Пособие 
содержит в краткой конспективной форме оправочный материал по ста
тистическим методам анализа флуктуаяионных процессов, методам об
работки результатов радиофизических измерений, тексты задач,* не
обходимые пояснения и комплексные задания по работам исследова
тельского характера с применением ДВК. Каждая работа предваряется 
двумя-тремя занятиями по решению задач, цель которых - познако
мить с методами последования к сформировать необходимые навыки 
практического применения теоретических знаний. Задания по работам, 
формы отчетов и приведенные в поообии бааовые программы на языке 
Бейсик представляют примеры возможных вариантов, перечень и со
держание которых при желании можно оделать более разнообразными<
В оглавлении разделы, содержащие постановку и описание работ с 
применением ДВК, отмечены звездочками. Дня более глубокого зна
комства оо статиотичеокими методами к свойствами случайных про- 
цеооов можно в качеотве ооновной литературы рекомендовать fl-9, 
11-13J. Ссылки на дополнительную литературу даются в тексте по 
ходу изложения материала.
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2 .  СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦНХЫ

2.1. Понятие случайного процеооа

Реальные физические процессы всегда подвержены случайным возму
щениям. Природа их различна: турбулентные неоднородности среды вы
зывают случайные изменения рефракции к рассеяние распространяющих
ся в ней волн, что порождает флуктуации интенсивности и фазы волны 
ь месте приема; в радиотехникеоких устройствах тепловое движение ми
крочастиц / молекул, ионов, электронов /, случайные вариации плот
ности электронных потоков порождают так называемые тепловые и дробо
вые шумы, которые искажают полезный сигнал, ухудшают чувствитель
ность приборов и точность измерений.

Когда влияние случайных возмущений мало, временной ход процеоса 
устойчиво воспроиаводатоя при повторных испытаниях и может быть до
статочно точно опиоан детерминированной функцией времени,скажем,

y =  S(i) , ts(0,T) , /2.1)
где Т - время наблюдения.

Но если влияние случайных возмущений значительно, то, проявляясь 
различным образом при повторных испытаниях, они делают непохожими 
регистрируемые реализации процеоса, так что результатом j / испыта
ний оказывается не одна, a J/ функций

у  = > i * ( °  Т) *=/,2,.-., У  [2 г)
Было бы неправильно при описании процеооа отдать предпочтение какой- 
либо из них. Влияние случайных возмущений можно предотавить в полной 
мере, располагая не одной иеаяизяпивЦт а достаточно большим их чис
лом, строго говоря, всеми возможными реализациями процеооа. Таким 
образом, приходим к сяедупцему понятию случайного процеооа. 
Определение. Случайный процеос Т) определяется множе
ством воех возможных реализаций £ y#f£)J , получаемых при различных
исходах испытаний.

Множество воех возможных реализаций случайного процеооа называет
ся ансамблем реализаций и представляет ообой бесконечное / во мно
гих случаях несчетное / множество функций.

Рассмотрим значения процесса i ) в фиксированный момент време
ни i f . Очевидно, оно является случайной величиной, множество воз
можных' значений которой есть | ̂  ̂fyj J , Это множеотво / или эту 
случайкуй велтчкну / называют сечением процесса в момент времени ± ,
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На рис. 2.1 представлена выбор
ка' из четырех реализаций неко
торого случайного процесса и 
указаны их значения, принадле
жащие сечениям в моменты време
ни t , , l i и t 3

С этой точки зрения случай
ный процесс можно рассматривать 
как однопараметричеокое семей
ство случайных величин, пара
метром для которого является 
время t

Аналогичным образом вводится более общее понятие случайной Ф у н к 

ц и и  одной или нескольких переменных, которым совсем не обязательно 
придавать какукмлибо определенную интерпретацию, хотя в приложениях 
речь идет большей частью о случайных функциях времени и пространст
венных координат.

Для случайных процессов принята следующая классификация: 
а/ если множество значений \( t ) аепрерывно, то говорят о случайном 
процессе общего типа:
б/ если множество значений y ( i ) дискретно, то случайный процесо на
зывается дискретным ;
в/ в свою очередь, дискретным может оказаться множество значений 
переменной / ; в этом случае говорят о случайной последовательнос
ти общего типа, если множеотво значений ^ (f J непрерывно; 
г/ если как множество значений i  ,так и множеотво значений i  )
дискретны, то случайная последовательность называется дискретной.

На рис. 2.2 показаны примеры реализаций случайного процесса об
щего типа / кривая а /, дискретного случайного процесоа / ломаная 
линия б /, случайной последовательности общего типа / последова
тельность точек в /и диокретной случайной последовательности / по
следовательность точек г /, Д м  наглядности о равнения реализации 
б ,в ,г получены соответствующим преобразованием реализации а : 
квантованием значений у  , регистрацией значений у  в заданные 
дискретные моменты времени, совместным применением этих двух пре - 
образований.

Случайный процесс общего типа будем назнвать непрерывным случай
ным процессом, если с вероятность!), равной единице, вое его реализа
ции непрерывны.

Рис 2 i
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Рис. 2 .2

2.2.Функции распределения

Когда процеоо ( i  ) является случайным, вместо математического 
описания (2.1) или (2.2 )отдельных его реализаций используется ве
роятностное описание воего ансамбля в целом. Первым шагом в постро
ении такого описания можно считать задание вероятноотного распредеж 

ния значений процеооа в любом его сечении, затем - статистической за
висимости значений в двух произвольных сечениях, в трех сечениях и 
так далее. Следуя этой схеме, определим соответствующие распределен! 
вероятности.

Пусть ^ ( i) принимает только действительные Значения. Выделим 
из J/ реализаций

> К ■= Г, 2,..., У, 
те /I реализаций, зктчения которых в момент времени t  не превы
шают некоторого числа \ Их относительное чиоло ti/j/ при не
ограниченном увеличении числа испытаний будет стремиться к некото-
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рому постоянному пределу, равному вероятности того, что $г

Эта вероятность зависит как от уровня 'у так в от выбора мо
мента времени t и называется одномерной йгакшей распределения 
случайного продэоса

F ( t ; t ) ~ P ( y ( i ) < f )
Очевидно, что разность двух значений функции распределения

Fi'r + ̂ Yi t)-F(y:t}
определит вероятность того, что значение {) окажется в интерва
ле ( у  +  л у) Если F  ( У,' t ) при фиксированном значении 
/ непрерывна и дифференцируема в точке у  , то при А у  отре- 

мящемоя к нулю, можно записать

Р(  *<*<*) * Г = t ) - F ( ^ ; i )  =

Где

= + 0(а\т)

П
называется плотностью одномерного распределения или одномерной

Функция распределения представля
ется интегралом от плотнооти

F()f >
«ОО

поэтому ее называют также интег- 
ральной функцией распределения 
/ интегральным законом /, а плот
ность вероятности - дгоМюренпи- 
альной Дгунишей распределения 
' дифференциальным законом /.
На рио. 2.3.как пример показаны 
графики дифференциального / кри
вая а / и соответствуютего ин-



тегралыюго / кривая б / распределений,
Точка максимума шютнооти вероятности называется модой рас
пределения. Еоли плотность вероятности имеет один макоимум, то она 
называется унимодальной. прр этом мода ^ п  случайного значения \(t)  
яв^чется его наиболее вероятным значением. Распределения, имеющие 
две и более мод, называются соответственно двумодальными и многцщ- 
дальными.

Вероятность того, что значение 'f(t) окажется в интервалеt ), 
очевидно, равна интегралу

P ( t /  ** "fa) =  J  
11

и по графику дифференциального закона определяется как площадь, ог
раниченная в атом интервале кривой ■f t \ , t ) и осью абсцисс, а по 
графику интегрального закона - как разность значений /■ ({г) к/- (у,) ' 

Одномерные законы распределения часто характеризуют квантилями. 
Квантиль порядна р одномэрного распределения есть такое значение 
f р случайной величины у для которого

Р('7<Ь ) =  П Ы  =Р
Например, на рис, 2,3,6 5вероятности р по графику интегрального 
закона соответствует значение Следовательно, f р есть
квантиль порядка р распределения вероятности: с вероятностью р 
случайное значение у ( {-) не превышает число ур Квантиль поряд
ка 1/2 называется медианой. Случайное значение у( t) с одинаковой 
вероятностью может оказаться как меньше, так и больше медианы f 1/г 

Функции F($;t) и f  (\'Л) полностью определяют сечение случайного 
процесса у ( t ) в дабой произвольный момент времени I , но не да
ют ответа на вопрос, как будут распределены значения у ( ts) в мо
мент времени t s если в момент I, значение у 11,) уже известно, 
или о том, какова статиотическая связь между значениями процеоса в 
двух различных сечениях, Необходимо вероятностное описание совместно 
двух сечений,

Рарсмотрим вновь м' реализаций случайного процесса y d ) Выде
лим из них тг /га реализаций, значения котврых в момент t , не пре
вышали числа у, а в момент t 2 были меньше числа у2 Относи
тельная доля, пг/ил/ таких реализаций при неограниченном увеличе
ний Л  определит вероятность совместного выполнения условий

и $ <ts) < ^  ;



или же определяет двумерную Ф у н к ц и ю  распределения

F(Y, , У2 (2-3)

При условии, что F( ; £,,i2) при выбранных значениях 11 и t2 
обладает овойствами непрерывности и дифференцируемости как функция 
переменных у, и у 8 .можно определить плотность двумерного рас
пределения / двумерную плотность вероятности /

f t b - M A  I '  ■ ( 2 .4 1

и плотность условного распределения

ftt.ihfr.ib)- — *1: («)
/  - */,)

которые дают ответ на поставленный вопроо.
Напомним, что выражение (2.5J является следствием теоремы умножения 
законов распределения, по которой плотность двумерного распределения 
значений, относящихся к разным моментам времени i ,  и то
есть к разным сечениям случайного процесса, равна плотности распре
деления одного нз значений, умноженной на условную плотность распре
деления другого значения

f (Y t . Ь  ; t , .£ a)

Если $ {  ■£„)* \ (£/) статистически независимы, то

f  ('ft > £г I £> > h ) “  f  (У г > ) ,
и двумерная плотнооть оказывается равной произведению двух одномер
ных плотностей

f (  Ь  Ь  i s , t r ) = f ( ) F t , i i ) f ( ' ? t , i r )
Как и в предыдущем случае, функция распределения равна интегралу 

от плотности вероятности, но теперь уже йо двум переменным
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fc Y,
F t b . b  J у ,  t.) ,

- »o -

также для этих двух функций попользуются названия интегрального и 
дифференциального законов.

Интегральная функция условного распределения определяется интег
рированием дифференциального условного закона

F(Vi; /Кь) = h)di"
— oo

Подобным же образом МОЖНО построить /г -МвПНЫВ йиплши и распреде
ления случайного процесоа

F(t,,ye>- > **/-• t/tJ—P te b fc h ; tfta-kbi)

и /г -мерные плотности вероятнооти

f  ( V̂> £г Ъ г  ^>J I

опиоыващие статистичеокую связь между значениями ^ ( i )  в /г 
произвольных моментах' времени. По мере увеличения П. последова
тельность зтис характеристик будет давать все более подробное описа
ние случайного процеоса. Совокупность всех конечномерных распределе
ний полностью определяет случайную функцию ^ ( i )  .

Способ, каким были построены конечномерные распределения, пока
зывает, что их оовокупнооть не может быть произвольной, а должна 
удовлетворять следующим очевидным условиям, которые мы сформулируем 
для функций плотности вероятности:

f (Ъ  > Ys -> 'Гп.i it, h  у ■> кп ) > О
(2.6J

для всех е (- •"»» , i f  f  (- <=■■=>,, К=/г г,..., п

2.
H f ( b f o ^ n . > i '>i* r & ) d t i d V t' ’cLt h  =  / (2.?;

- условие нормировки.
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'Тг ^/i j ”

f t f y 3/' ty%’"', r̂P n ’ P̂r - t'Pfl.) •> (2.8)

где pf , рг , . . . ,p n - любая перестановка индексов 1,2 fi,~
условие симметрии относительно всех пар переменных f p , t p

- условие согласованности.
Последние два условия показывают, что если известна л. -мерная 
плотность вероятности, то интегрирование ее по "лишним" переменным 
позволяет получить все гтг -мерные плотности для m < п.

Многомерные плотности распределения вероятностей являются наибо
лее полными характеристиками случайных процессов. Вместе с тем для 
решения многих практических задач доотаточно рассмотрения белее 
простых характеристик: среднего значения, дисперсии, корреляционных 
функций. Их применение пс возможности без непосредственного обра
щения к законам распределения ухе предоставляет широкие возможности 
для расчетов в прикладных исследованиях.

Наиболее простой, ко вместе с тем важной характеристикой случай
ного процесса является средине значение пс ансамблю реализаций. Его 
вычисление можно провести, взяв для начала конечную выборку, содер
жащую W  реализаций, и рассчитав пс ней выборочное среднее

=  -

Увеличивая затем с бьем выборки , получим последовательность
выборочных средних <^(4) >j/ , сходящуюся при V — - к сред
нему значению по ансамблю реализаций

4.

2.3. Статистическое усреднение. Моментные функции.

< = Urn J - Z  t u f t )  ,
<=*=> J/ tf= f
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которов букет уже неслучайней функцией времени i
Условимся в дальнейшем углевые скобки < > всегда использовать

для обозначения операции статиотичеокого усреднения» то есть усред
нения по ансамблю реализаций.

Среднее значение процесса является, таким образом, вполне регу
лярной характеристикой, некоторой средней функцией, около которой 
различным образом флуктуируют конкретные реализации случайного про
цесса. На рис. 2.4 показаны несколько реализаций процесса / тонкие

линии / и среднее значение / жир
ная линия /.

Плотность вероятнооти f  С$, i )  
позволяет иначе вычислить среднее 
значение. Поскольку вероятность

у можно рассматривать как 
относительную частоту повторяемос
ти значения в заданном сечении, 
то среднее для этого сечения зна
чение можно вычислить как интеграл 

Рис. 2.4 ос

< № >  = $ V  К г
-Оч

Случайный процесс чаете удобно предотавлять н виде оуммы регуляр
ной составляпцей <£-(£)>и флуктувционной добавки 
среднее значение которой, очевидно, равно нулю

=  <  $Ш> , < $ f (*)> = О

В таком представлении различные реализации случайного процеоса отли
чаются лишь флуктуациями, регулярные же компоненты для всех реали
заций совпадают. В качестве характеристики флуктуаций, определяющей 
рассеяние возможных реализаций случайного процесоа относительно 
среднего значения, часто принимают среднеквадратическое отклонение, 
определяемое как корень квадратный из среднего квадрата флуктуаций

6^ ( i ) = ]/< [${£)-< £{-tj±]S>'

Для расчетов более удобна диспепсия флуктуаций / дисперсия случайно
го процесса /, равная квадрату среднеквадратического отклонения

= < 8 $ * ( ф
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и характеризующая рассеяние в квадратичной мере.

На рис. 2.5 изображены тонкими линиями графики реализаций двух 
процессов (ргс.2.5а) и У) (I) (pi'c.2.5,6), средние значения
которых равны, а дисперсии различны

<r*{t)< e j i i )

Жирные линии представляют оредние значения < f l t )>
пунктирные линии - значения :£ <3"у (к) v.< )> J: ( t ) f
то есть дают наглядное представление о мере рассеяния реализаций.

Среднее значение и дисперсия случайного процесса относятся к мо- 
ментным Ф у н к ц и я м  одномерного распределения. Их определение аналогич
но определению моментов олучайной величины. Начальными моментными 
функциями принято называть средние по ансамблю реализаций значения 
целых степеней случайного процесса, при этом степень определяет по
рядок моментной функции

mn (t} =  J
— о о

Среднее значение процесса - это начальная моментная функция первого 
порошка

tTL( ( t )  = <

Центральные моментные Фу н к ц и и  определяются к а к  средние значения це
лых отепеней разнооти

[ $ ( i )  -  /п, (t)  ] =  B $ ( t )  ,
описнваицей флуктуации процесса относительно среднего значения
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M n  (*) «  <  m af<* ; *)— ex*
Другими словами, этс моменты пентрировяияпто случайного процесса 

) имеющего при любом значении £ среднее значение, рав
ное нулю.

Очевидно, дисперсия является центральной моментной функцией второ
го порядка

Одномерные моментные функции являются характеристиками одного се
чения. Совместными характеристиками двух и большего числа сечений, 
учитывающими их статистические связи, являются многомерные моментные 
Функции. Моментная функция

П£/. - f  (К  ^  ^ 9 (+п) *
зависящая от п несовпадающих аргументов zy, . назы
вается /I -мерной начальной моментной функцией порядка г *J + ^ • 
Наряду с начальными часто используются многомерные центральные мо
ментные функции

м п  Ш ф , 1  ~ Я Р Ы п »
4 —7

или моменты центрированного случайного процесса.
При уменьшении временных интервалов между моментамиi f , t  
статистические- связи между сечениями уоиливаются, и в предельном 
случае - = in. многомерная моментная функция порядка
I+ J  +... *■ у, переходит в одномерную функцию того же порядка

U n  n iJ...Q . (*/, i n )= r n
t r t f - t n  * 7  J

Наоборот, статистические овязи мекцу сечениями ослабевают по мере 
увеличения интервалов и отановятся пренебрежимо малыш при достаточ
но большом разносе моментов времени i.f , , при этом много



мерная моментная функция вырождается в произведение одномерных мо- 
ментннх функций

^  > "t ("62) " r t

Mij— f (*t.U> -■•- (iAMjtts)-~Mf (U)

2.4, Корреляционная функция

Из многомерных моментных функций в прикладных задачах важную 
роль играет центральная моментная функция второго порядка

ми ̂ /Л)= <̂н,)̂аг)>
Она имеет собственнее название - корреляционная йтнкпия и широко 
применяется для оценки статистической овязя / корреляции / между 
значениями случайного процесса в различные моменты времени. Ее обы
чно обозначают ; черев двумерную плотность распределения
вероятности она представляется формулой

ОО

^ ;if, i2).
Рассмотрим общие свойства корреляционной функции.
1. Корреляционная функция» как и всякий центральный момент, мо

жет быть выражена через начальные момёнтные функции

fi,( t , l b h < fc ( i , ) - < $ fc ) > ] fe ( i sh < $ ( i ! )>]> = (2.10 j

В совпадающие моменты времени значение корреляционной функции оп
ределяет дисперсию случайного процесса= S(̂) =<[̂а)-<̂а>]г> =

-if-



Заыетим, чтс из очевидного свойства дисперсии в-,? (£)*0 сле
дует неравенство, сопоставяящее оредаеквадратическое значение 
процесса с его средни! значенвен

//А
[ < 5 г(*)>] # |< £ /VJ>1 (2*Ш

Если значения £  ( )  и £  (^г) статиотическх иезавиоиш (напри
мер, статистическая связь этих значений может ослабевать при уве
личении временного интервала между моментами 4? и i s ) то

< щ и ,)щ и 3)> = <$(*,)> < Ы * 1»
и корреляционная функция обращается в нуль. Заметим, однако, что 
обратное не всегда справедливо и некоррелированность значений 

Щ (*>) и £  ( i s ) является необходимым , во не достаточным услови
ем их статистической независимости.

2. Из определения (2.10} следует, что корреляционная функция 
симмАттагоия. т.е.

3. Если при любых / дисперсия случайного процесса конечна, то 
абсолютное значение корреляционной Дидптии ограничено при любых 

-it и 4

| (2.12)

Дяя доказательства этого свойства центрированиие значения 
и £ ̂  (£2)отнесем к их среднеквадратичеокиы значениям <5̂  rft) ,6"f£a) 
и вычислим средний квадрат разности ^

/ ^  U  •

~i6-

< 5 ^ , )

Раскрывая скобки ш предавводя почленное уерацнеиие, получим нера
венство

Мь (* , .£ ,}
—  $ /

Вычисляя средний квадрат суммы нормированных значений

< I сгк ц , )  + в-к (*й)1 > * 0 '
поручим второе неравенство
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— S ---------  ^
«jj^/X\С*г)

Объединяя их, приходим к соотношению (2.12)
4. Корреляционная функция обладает свойством положительной оп

ределенности . которое заключается в тем, что для любой действите
льной неслучайной функция %Ы) интегрируемой на интервале 
± ё ( 0 ,Т ) .  ТГ

/ 1 9 ( t ) ^ l i , A ) Q ( i M t , d l s * О. (2ЛЪ] 
о о

Доказательство несложно. Рассмотрим среднее значение квадрата ин
теграла г т 12

< <  » D

Меняя порядок интегрирования и усреднения, приходим к нужному со
отношению у  у.

< J J d t i  =.
г  г

= Ja (■£<, £s)p(£s) * о
о о

Корреляционная функция дает представление о степени изменчиво
сти реализаций случайного процесса с течением времени. Определим 
нормированную корреляционную функцию - коэФЬипиент корреляции

№ , . * , ) *  Ъ 1*'.’*»*. , ( 2 .1 4 )

абсолютное значение которого может изменяться воегда в четко оп
ределенных пределах

Максимальное значение, равное единице, коэффициент корреляции име
ет при совпадающих аргументах •£, * ; при увеличении временного
интервала I статиотическея связь значений Щ ('i,) и ̂  (jfa )
разрушается флуктуациями и может стать пренебрежимо малой, так что 
значения окажутся статиоткчеоки независимыми, а коэффициент корраля
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щ ш  обратится в нуль. Характер убы^яния коэффициента корреляции с 
ростом[^2 ~t( | непосредственно связан с длительностью флуктуаций 
и дает представление о некотором характерном для процесса временной 
масштабе флуктуаций. На рис. 2.6 в качестве примера представлены ре

ализации двух случайных 
процессов, средние значе
ния и дисперсии которых 
совпадают, но длительности 
флуктуаций в среднем раз
личны. Справа показаны 
графики коэффициентов кор
реляции этих процессов.

Таким образом, моменты 
первого и второго порядков 
предоставляют важные све
дения о свойствах случай
ного процесса: среднее 
значение определяет регу- 
лярную составляющую г дис
персия характеризует рас- 
сеяние.реализаций, корре
ляционная функция позволя

ет судить о длительности флуктуаций. Дяя большого круга прикладных 
задач информации, содержащейся в в тих моментвнх функциях, оказывает
ся достаточно. Раздел теории, посвященный изучению лишь тех с^ойотв 
случайных процессов, которые определяются моментными функциями пер
вого и второго порядков, называется корреляционной теорией случай
ных процессов.

2.5. Характеристические функции

Характеристической функцией называется преобразование Фурье плот
ности вероятности. Для одномерного распределения характеристическая 
функция определяется интеграла*

<p̂ (u;t) = I liU* , (2.15)
— оо

при этом обратное преобразование восстанавливает плотность вероят-



ноети

(и;i) £Ш  fdи . (2.16)
—  c x s

Очевидно, характеристическая функция является столь же эффективной 
характеристикой случайного процесса, как и плстиссть вероятности. 
Интеграл (2.15) можно рассматривать как среднее значение экспоненты

«  <  £l “ pf*J> (2.17)

Подставляя (2.17) в соотношение (2.16) и меняя перяцок усреднения 
и интегрирования, получим

f( $;t) = £ s < e iu i iUf <*и ~ <  &($(*>-У) > ,
где у  (£) - случайная функция, по ансамбли реализаций которой ве
дется усреднение, а у  - аргумент плотности вероятности.

Основные свойства одномерной характеристической функции при дей- 
'отвитедьных значениях переменной и  :

ОО

1. Л .  ( 0 ; i )  = J  f ( y , t ) d b f  = /  ;
J  — D «

2. i

-■rt-

3. (p^(u ;£ ) =  <P^[~u?i)

Характеристическая функция является производящей функцией для мо- 
ментных функций в том смысле, что коэффициенты ее разложения в ряд 
по степеням переменной Ч записываются через моментные функции

рдв)
F п~0 ' •

Следовательно, моментные функции любого порядка можно получить из 
характеристической функции путем дифференцирования
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Преобразование Фурье п -мерной плотности вероятности опреде
ляет п. -мерную характеристическую функшоо

€30
„  . / / ± \Гс „ Llui'Ft+Uv'ti+-+un-Yn)

* f ( b i ^ s r - ■ - ■ d . ' f r i  j  

, * ,i i . j.  ̂  / Г? -i(u ,b + u s \Flt+..+un.Yn)

*  d u , d u s  • • •  я ^ Л

Ее также удобно рассматривать как среднее значение экспоненты

> *4 4», / J = <  * -

Укажем основные свойства л  -мерной характеристической функции 
при действительных значениях переменных ; '• ^  ;

1. у>̂  (о,о,,..,о-,-Ь,^2У..,±п) =  / ,

что очевидно из представления (2.20) и соответствует условию норми
ровки П. -мерной плотнссти вероятности.

2. \ ^ ( и „ П 1г..,ил -,Ь ^ г,..,Ьп)\^ I

3- ^  (и., az>-;un i  *t, is ,- ,  K i) ~ ^ u /Г^с,~;Un-\44,■,
Этк три свойства уже приводились в частном случае одномерного рас
пределения. Добьвим к ним два следующих:

4- =



—  ( p ^  f  ^ 2  Т ‘ - г

это свойство согласованности многомерных характеристических функций 
соответствует условию согласованности (2.9) многомерных плотностей 
вероятности.
5. Многомерная характеристическая функция независимых случайных зна
чений ̂ Ut), $ (in) равна произведению характеристичес
ких функций этих значений

i  [и, \-(ir,)i-us y(te)i- ■■■+ип %Ип)] п

и=1

Многомерные моментные функции могут быть определены из характеристи
ческих функции путем дифференцирования. Пусть характеристическая 
функция <р̂ (и,, ид ,.~,ил ^,г±2г- }£п) разложима в кратный ряд Тейлсра

в окрестности точки иf -  иг - __ = =д

^ ( и , гиг , . . ,и л  i 6 , 4 , - - , ^ )  =

- 2 1 -

™ Г Эу>̂ (U„игг.„и*; i„ 1
—  f +£- I/ Т7, \'и к

k=f и и к л
+

£  л  1 г% и , ,u Sy U-f ,, ,, ^
+ -L I £  j £---------— --------------- • UK Ue ч- • —
2 dur 7>ut

По аналогии о (2.19) , коэффициенты кратного степенного ряда можно 
заменить моментными функциями /г -мерного распределения

Л
У$(и,,иа,..,ил ; in.) =  f + L <  |f ( t u b  iu „  +



+  21 Т. < 'fl't’u) ~ir + •■■ >
K*/ £'t *

для которых, таким образом, характеристическая функция является 
производящей

Характеристические функции были введены в теорию вероятности еще 
на рубеже 20 века замечательным русским математиком А.М.Ляпуновым.
В дальнейшем они налита важные и многочисленные применения, а связан
ные с ними методы оказались весьма эффективным средством при решении 
самых различных вероятностных задач.

Наряду с момевтным описанием в прикладной теории случайных про
цессов часто сказывается удобным кумуляятный подход, использующий в 
качестве характеристик случайного процесса кумулянтные функции, ко
торые можно представить как нелинейные комбинации моментовГ /■* ] 

Одномерную характеристическую функцию можно записать в виде

<  v р*а<) ) • • $ Рл(±п.)> =
(2 .21 )

2.6. Кумулянтные функции. Нормальное распределение

определив новую функцию

^  (и; i) = in. ^  (О, £) = о

Разложим функцию tp,(u;i) в степенной ряд



(2.23)

как и моментные функции, являются характеристикам! одномерного рас
пределения и называются ктмтдяктными Функциями. Используя представ-

ыесдожно получить соотношения, связывающие кумулянтные и момен

a?/ (i) = < ;

те3 ( <  ■;3(ф - з < у ш>< ъ М 3(+);

X t ( 4 ) ~ M A ( i ) - 3 t i ; U ) ,  и так далее.
Одна из важных задач теории случайных процессов состоит в том, 

чтобы охарактеризовать свойства закона распределения по свойствам 
последовательности моментных функций. Основой для этого может слу
жить разложение (2.18) характеристической функцииy>u./U; £J в ряд 
по степеням U коэффициенты которого выражаются через моменты.

Очевидно, что такой ряд не может содержать конечное число членов, 
так как в этом случае он переходит в полином, для которого условие

выполняться не может, то есть пренебрегать моментннми функциями вы с 
шюс порядков в эток разложении нельзя.

На разложение ( 2.22 ) тогарифла характеристической фунту/ пело' 
ное ограничение не накладывается. Во многих практически важных слу

ление

ные функции



чаях в нем можно пренебречь кумулянтами функциями высших порядков, 
ограничившись конечным числом членов разложения. Например, хорошо 
известно распределение, для которого отличны от нуля только две пер
вых кумулянтннх функщш те. /{£)-< У ( i)> и а?2 /гё J =  <Уг (+) - Ш Е -

мальнсе или гатссозо распределение. Для него характеристическая 
функция равна

. .  H I  <  £ / —  2 "  и . я о "

y ^ ( u ; i ) = £  f  г-

Рассмотрим это распределение подробнее. Применим преобразование 
Фурье к характеристической функции

- Ро
Дополним выражение в показателе экспоненты до полного квадрата сле
дующим образом

2 <Г8 J 2 <Тй
:л примем выражение в квадратных скобках за новую комплексную пере
менную $  тогда ,о

оо -

" •  -
— ©о

tt-±±LA l>}s
I e
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/?a- er(i J
- плотность вероятноera нормального распределения. Распределение 
имеет вид плавной унимодальной кривой е максимумом в точке 
Y  =  3?, (£)=<£(£)> Сем. раздел 8.2)
Нормальное распределение является одним ич наиболее важных и ши

роко распространенных в природе распределений.
С'цествум ли другие распределения с конечным числом отличных от 

нуля кумулянтов? На первый взгляд,нет особых препятствий тому, чтобы
сгеци функций вида

л/ 1 а ,и + а ги в<-----гйпил6 (и) -  £

огг-зьлрсь характетасигаеские функции других распределений, для кото-



pux кумулянты равны нулю, начиная с некоторого П. > 2. Действительно, 
они обладают свойством S (0) = / ; соответствующим подбором ко

-2Г -

эффициентов Cl,. 
двух условий

а 2т Лп несложно обеспечить выполнение других

в*(11)=в(-и)iS fU J l^ /  и 
то есть тех условий, которым должна удовлетворять любая характеристи
ческая функция; но остается еще одно требование к характеристической 
функции - ее преобразование Фурье - плотность вероятности должна 
быть неотрицательной функцией. Этому требованию функция в (и) мо
жет удовлетворить только в двух случаях: ;иш /г =2, или же число чле
нов ряда в показателе экспоненты бесконечно велико. Тем не менее, 
зная конечное число кумулянтов, можно, как правиле, построить аппро
ксимирующую функцию, нарушающую условие неотрицательности преобразо
вания Фурье, но дающую хорошее приближение к плотности распределения 
вероятности.

Таким образом, нормальное распределение - единственное распреде
ление с конечным числом кумулянтных функций / равным двум / и с этой 
точки зрения наиболее удобное для анализа. С его формой принято срав
нивать форму другие распределений.

Кумулянты зе3 (Н и ( t) используются для количественной 
оценки отклонения произвольной функции распределения от симметричной 
гауссовой кривой. Величину

у ,,, = Ш . й  в
6*{Н  <ГЛМ

называют коэффициентом асишетрии.На рис. 2.7 показано два асиммет
ричных распределения; одно из 
них / кривая 1 / имеет положи
тельную асимметрию /Jj > О /, 
другое - отрицательную / кривая 
2, iff < О /. Отношение

&<*) в-^а)
называют коэффициентом экиюддя. 
Для нормального закона распреде
ления зтот коэффициент равен ну- 

лп2Гд(±)~0 / так же как и ко
эффициент асимметрии у  (t)~0 /.
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Ксэффициент эксцесса дает воз
можность сравнивать "характер 
вершины" некоторой симметричной 
/ то есть с О / кривой
распределения с аналогичной осо
бенностью нормального закона. Ес
ли fa (t) > О то вершина диф
ференциального закона более 
острая и более высокая, чем у
нормального закона с тем же 
средним значением и с тсй же
дисперсией / см. рио. 2.8 /. На
оборот, при %2(-Ь)<0 вершина 
оказывается ниже и шире, чем у 
нормальной плотнооти.

Многомерные кумулянтные функции можно определить путем дифферен
цирования логарифма многомерной характеристической функции

Ф ,(^ ,1Сг г -,ип .^ Л --^ п )  =  71 2£, (£«)(£&«) +
'Ч

п. п
+ J - L L  x „ ( i k, Ь ) а * и М + . -

(2.24)

например, *s) =

= _г д а̂ (и,,и,;Ь.Ь)| Щ

I- ъи. ъиг *иг О
Ug=Q

то есть двумерная кумулянтная функция второго порядка совпадает с 
корреляционной функцией случайного процесса

а?//

Если в разложении (2.24) отличны ст нуля только кумулянтные функ
ции первого и второго порядков, то такая характеристическая функция 
является характеристической функцией нормального процесса и имеет

»' *'• *п) =
п п.

=  елр1-£2-< - / I I  ,^ )и к Ut (г.2Ь)
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Мкогомерные характеристические функции удобно записывать, исполь 

зуя матричное представление. Определим матрицы - строки

IL ~ ( и , у ий ^...,и.п ) f ± = ( i / '  tg , . . . ,  b fj)  ;

?  -> W ^ / J ) =  (fc,. fc*,-. V/i)

и, не меняя обозначений, будем в нужных случаях рассматривать их 
так яе как матрицы - столбцы, отличая эти две формы по месту их 
расположения в матричных выражениях. Корреляционные функции 
обозначим кратко

и объединим в одну квадратную матрицу - корреляционную матвишг

- Н/и
К и  Маг Hsu

л

^nt к'пг■ f^nnj
Используя введенные обозначения, запишем формулу (2.25} в матрично 
представлении _  л __

_ ц и  f J  1 ( Я < ^ > ) - ? й н й
< p ^ (u ; i )~ < e  > = е  /2.26)

Многомерная плотность вероятности нормального случайного процесс 
являющаяся преобразованием Фурье характеристической функции (2.26), 
в том же представлении имеет вид

}<ч'Л,=й^7ШТе ’ (2-эт'л л
где Q_ - матрица, обратная коррелягщснной, a Lei п - опреде
литель корреляционной матрицы.

2.7. Центральная предельная теорема

В теории случайных процессов нормальное распределение играет 
фундаментальную роль. Этс объясняется тем, что при иироких предтто-
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ложениях сумш случайных величии с ростом числа слагаемых ведут 
себя асимптотически нормально. На практике, в тем числе в радиофи
зике и радиотехнике, многие флуктуащюнные явления возникают как 
суперпозиция ряда одновременно протекающих, но независимых процес
сов. При большом числе слагаемых, если влияние каждого из них на 
оуммарные флуктуации относительно невелико, особенности•распределе
ния отдельных процессов нивелируются в общей сумме, при этом суммар
ный процесо приобретает устойчивые статистичвокие свойства, не зави
сящие от индивидуальных характеристик слагаемых.

Пуоть У, ~ статистически независимые случайные ве
личины с различными распределениями вероятностей f j  l^ j) и харак
теристическими функциями y>j (и) Для простоты будем считать, 
что <  ^ j >  = 0 Для всех j =  /,2, ...,п Обозначим сумму случайных 
величин л

5  _и расомотрим ее характеристическую функцию^
ILLS t i ll- fcy

y>s (u)*= < e > = < e  d> .

Поскольку величины ’f j  статистически независимы, тс характеристи
ческая функция суммы выражается через произведение характеристичес
ких функций слагаемых

л ** Ь  п>яжД^(и)
Воспользуемся для ур? (и) кумулянтнша разложением 

*  I U L ) * W

9 j( u)
тогда

ям
где кумулянты etm. случайной величины 5 определились как суммы 
соответствующих кумулянтов ае^Г случайных величин ^ •

U) ̂sn-
Этот результат известен как свойотво яттпятиинрети кумулянтов неза
висимых случайных величин. В частности, дисперсия суммы независимых 
брлтчин  равна сумме дисперсий случайных слагаемых
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-2  I
Gss J = , J

Считая, что диоперсия иэвеотна и имеет фиксированное зна
чение, запишем выражение характеристической функции в виде

£° ( iu Щ)т 1 Х т \
1 G-g1'

<%!<*)= £т = ' П -
и рассмотрим, как с ростом числа слагаемых п. меняются отношения

Л  U)
J=t т

О-т.

JJ)

m/s

Ксли значения кумулянтов осотнести о соответствующей степенью

--------- U)гг

6 т -

m l  <Рт )

t е-/]т/!
j=< J J

то станет более очевидным, что числитель этого отношения пропорци
онален п. а знаменатель - так что

/зет
<%т P - t

при П.»  f
П.

Поскольку < 3> =  а?/ =  0 нао будут интересовать кумулянта 
второго и более высоких порядков. При увеличении П. относительный 
вклад кумулянтов высших порядков т  } з  уменьшается, обращаясь 
в ноль при / г — оо в результате характеристическая функция 
распределения J принимает вид

<Р3 (и) = £

и совпадает о характеристической функцией нормальной центрированной 
величины.

Условие < V  /> =  0 не ограничивает общности полученного ре-
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зультата. Будем рассматривать S и как центрированные вели
чины , например,

S = JC -  < ■*> , <TJ =  <rj
Тогда

LLiu<x> iu<-*>— =—*
у>̂ [и) = <е >= е tps(u)=i s'JL

Соответствующая плотность вероятности равна
(л- <*■>) 

i  ~ 2G 2
2

U M  =  - ____ е

Таким образом, сумма большего числа независимых случайных вели
чин, каждая из которых равномерно играет в общей суше относительно 
малую роль, имеет асимптотически нормальное распределение. Этст вы
вод и отрогее определение условий, при которых он справедлив, сос
тавляет содержание центральной предельной теоремы Г S. /О].

Центральная предельная теорема распространяется также на много
мерные случаи и распределение случайных векторов I to 1 .

2.8,Свойства нормального процесса

Плотность вероятности нсрмальнсго случайного процесса полностью 
определяется заданием среднего значения и корреляционной функции - 
кумулянтов первого и второго порядков. Следствием этого являются 
два важных свойства.

Во-первых, для нормального случайного -процесса некоррелирован - 
ность значений означает их статистическую независимость. Действи
тельно, пусть между значениями случайного процесса \ ( i) в оечениях, 
определяемых моментами времени t f , t a  tn  отсутствует корреля
ционная связь. Тогда для любых > &[)= О и корреляци
онная матрица оказывается диагональной

и l&W,) О О . . .  О
Н -  О G S(t„) О ■ ■ О

О О 0 ...6%)/



Обратная ей матрица

А

а

в результате ft -мерная плотнооть (2.27) преобразуется в произведе
ние л  сомножителей

fit-T)- ______________1 — ________, * "  <ГЧ*н) _

'Ък-<Ъ1ЩЛ 
=  п 1 г г**(ЫЛ,1[г¥о(ЫС

то есть
пi п /<%,&;,

K~t

что означает йтатиотическую независимость воех значений
Подчеркнем, что полнее совпадение понятий некоррелированности и 

статистической независимости характерно только для нормальных про
цессов.

Во- вторых, вое моментнне функции третьего it более высоких поряд
ков нормального процеоса выражаются через моментнне функции первого 
и второго порядков. Это свойство очевидно, поскольку моментнне функ
ции определяются значением частных производных характеристической 
функции (2.26) в точке U =  О а в выражение для последней 
входят только моментнне функции первого и второго порядков. Рассмот
рим то, как моменты высоких порядков выражаются через первые и вто
рые. Обратимся вначале к центрированному случайному процессу, поло
жив <  ^(t)>=0 Его характеристическая функция имеет вид

. й - М  _ / Г  £  K Jtu , tt)u u Ue■J) = e 2 *

А
Q будет при этом также диагональной

—31 —

О ..О

О б4& о ..О

\ 0  О О
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йиислим частные производные первых четырех порядков, например,

- —3 v "f

Опущенные в последних двух выражениях члены содержет первые и более 
высокие степени переменных Ц.£ . При и =  О получаем, что

нормального процесса ^ (t j все. моментнне функции нечетных псряшюв 
равны нулю, а моменты четных порядков предотавляются суммой всех 
возможных произведений вторых моментов, построенных аналогично (2.28) 
Число таких слагаемых для момента порядка 2 т  равно (2 т -  /)Ц 
Начальные моменты нецентрированного процесса несложно получить, под
ставив в приведенные выражения вместо ^f(i) разность у f £j -<£(t)> 
и проведя почленное усреднение возникших суш в ломаных скобках, на-

птаяр. <• -

n-c y{-ta)>< ye t,)^(i3)> +<\(Ь)Х^а,)

(2. 28)
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Третье важное свойство нормального процесса можно рассматривать 
как прямое следствие центральной предельной теоремы: суша нормаль
ных процессов является также процессом нормальным.

Рассмотрим сумму двух нормальных случайных процессов

Ztt) = 5 Ж  + $ l t )
Используя матричную форму записи, определим характеристическую фун
кцию п. -мерного распределения процесса £ (I) / временные параме
тры указывать не будем /

HU Г) Ц& &  i ( 3  f>
(р̂(й)=: < г - *> =< е (2.29)

Если матрица if и £ объединить в одну матрицу л  /5/, 5*,.., а 
£/, т0 (2.29) можно рассматривать как характеристическую
функцию ? п -мерного распределения нормальных значений, завися
щую от аргументов V - Ее вид известен, 
поэтому Л

i( if* ) L(&<2>)-{рил'’?
у>с(Я)~<е > ч  г
/I

где fijt_ - корреляционная матрица с элементами ((•■£;■ ~ <■
которую можно разбить на четыре псдматрицы-блски

л л Mis
(2.30)

/1 Л
Здесь Л-g - корреляционные матрицы процессов Щ( i)
а - матрица их взаимной корреляции. Первое слагаемое в пока
зателе экспоненты легко преобразуется к виду

(гг<1>) =  (и<Ц>) + 12< ? »  =(& <?>)

Второе слагаемое, если учесть (2.30) и представление If = (U ,и ) ъ 
равно

v  u(fd^ + =и/ г г. и
Таким образом, л ■

<РГ (и) = е ки<г>)
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тс есть сумма двух нормальных случайных процессов представляет так
же нормальный процесс. Этот результат легко обобщается на сумму 
произвольного числа нормальных процессов.

2.9, Непрерывность и дифференцируемость 
случайного процесса

1. В 2.1 было введено понятие непрерывного случайного процесса 
%{{) все выборочные функции которого с вероятностью 1 непрерыв- 

ны т е  <»

р\  й т  [ 4 ( t + a t ) ~  ц { * ) ] = о \ * /
t —O J (2.Э1)

Такие процессы называются также непрерывными почта наверное. По ана
логии можно определить процесс диййеренцируемий почти наварное, т.е. 
почти все выборочнке функции которого дифференцируемы

p \ u m  (2-32)

Однако данные определения^ основанные йа понятии почти достоверной 
сходимости, не являются единственными. Наряду с ними широко исполь
зуются также понятая непрерывности и дифференцируемости случайного 
'процесса в стеднвквадратическом

ten. < * 0  ;

.. г / I8
(2.33)

и по вероятности

j > г  ■
6t-+0 I-

= 0

Urn P ><s|=0

(2.34)

для любого £> О
Заметим, что из непрерывности и дифференцируемости случайного про
цесса в среднеквадратическом следует его непрерывность и длКЬерен-



цируемость по вероятности, поскольку согласно неравенству Чебышева 
например,

р { М „„I >J < «»>1>

Можно показать, что непрерывность и диф^еренщфуемооть процесса по
чти наверное также влечет за ссбсй его непрерывность и дифференци
руемость по вероятности. Подобное сопоставление в сбщем случае не 
удается провести для понятий в смысле почти достоверной сходимости 
(почти наверное) и в среднеквадратичеоком. Однако во многих приклад
ных задачах одновременно применимы вое три типа понятий.

Понятие охсдимссти в среднеквадратическом представляет интерес 
по двум существенным причинам!

- в большинстве случаев момент второго порядка легко вычисляет
ся;

— в большом числе приложений момент второго порядка имеет простой 
физический смысл.

В тс же время физик, регистрирующий в течение некоторого време
ни одну или несколько реализаций фяуктуационнсго процесса и анали
зирующий их, интересуетоя их непрерывностью прежде всего в том смы
сле, как ее понимают в анализе. Для не!го необходимо, чтобы предель
ный переход имел определенный смысл для полученной кривой, а не для 
совокупности возможных кривых, которых сн никогда не видел. Это со
ображение приводит к понятию почти достоверной сходимости.

2. Выясним, при каких условиях случайный процесо £ < t) будет 
непрерывным и дифференцируемым в среднеквадратичеоком. Преобразуем 
первое выражение (2.33) к виду

- *(<)]*> «

* йт\< (4)>+<
d i -~0 *• J

'Легко видеть, что необходимым и достаточным условием непрерывности 
в среднеквадратическом случайного пронесся Е/*) в точке i  яв
ляется непрерывность в точке J второго -назального момента

Обозначим для удоботва %(* _ у ̂  ^ )
а I



- 3«-

Предполсжим, что при A i — О случайная функция г l*t; t) схо
дится в среднеквадратичеоком к г ( 0 ;4 )  = ̂ '( t) и таким обра
зом , вторая формула (2.30, записанная в виде

Eim < [ t (/>4 ,i) - l{0'.i)] > — 0 
a i ~ o

выражает в среднеквадратическом непрерывность X (A i t r  ' в точке 
A i  = О при некотором фиксированном значении i  
Необходимым и достаточным условием этого, как мы выяонили, дел

яна быть непрерывность в течке ~0 второго начального
момента , .

а,)-ща> $ а + а + 2 ) -$ и ) \  
<г{А*,;*)?(АЪ;0> = < JT , д £ а

Выполняя почленное усреднение выражения в числителе, получим

2*
ti/TL < 1 (й*,;Ъ)г(&±ъНХ>= — —  < Щ Н } Ч Ы , ) >  
Л i/-~D oi.Ot«
A i ^ O  ‘

<2.35)

Таким образом, непрерывный в среднеквадратичеоком случайный птюпесо 
является дийФерв1шш)уемым в ст>еднеквадт>атгческом в точке 

тогда и только тогда, ост существует смешанная производная в т о р о 

г о  начального момента <2 . 3 5 3 .

Из дифференцируемости в среднеквадратичеоком процесса ^  It) сле
дует

< ц 'а )> *  — < ч ш >  (2,зб)
CLi

т.е. операции дифференцирования и статистического усреднения можно 
менять местами.

Действительно, вспомним соотношение между среднеквадратическим 
значением и модулем среднего значения случайной функции, определя
емое неравенством (2.11), и применим его к разности следующего вида

{<[„'«-
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Если процесс §  ( t\ дифференцируем в среднеквэдратическсм, то ле
вая часть неравенства при & t -*■ О обращается в нуль, при этом

<■ НЫ *)>
Um <$'(*)>- 

4 * ^ 0  I

<  Щ И ) >

Л4 ~D,

что и доказывает равенство (2.36).
Повторяя приведенные выше рассуждения для Щ'И ) получим 

условия существования в среднеквадратическом производных Щ“И) 
и т. д., которые будут требовать соответственно существования част
ных производных второго начального момента

di* Ы'1 Ы? Ы1,
~<ца,)ъаа)>

и т. д.
Если все производные случайного процесса существуют в среднеква

дратическом в некоторой точке , тс можно в окрестности это** 
точки разложить щ (£) в сходящийся в среднеквадратическом ряд Тей
лора Оо . (Я), 1 >

HU )  = L  г * U -ЬУ ,
а  *о

Ш.
где Щ (^о) - производная порядка П.

Равенство (2.36) позволяет легко получить моментнне Функции про
изводной случайного процесса. Например, корреляционная функция про
изводной Щ‘ { i ) может быть выражена через смешанную частную про
изводную корреляционной функции исходного процесса

Мц, = ц'(4я )> =

Н± (£/> г̂) ,

(2.37)

д£, dti
при этом

_  а
®L// ~  tUTLi , ~ t  д£/д£г ' V  

t s ^ i
Функция взаимной корреляции процесса £  l i ) и его производной

в соответствии с (2.36) будет равна %А)
d t k '
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В заключение отметим, что производная нормального случайного 
процесса является также процессом нормальным. Действительно, при- 
ращение4£(*)=£(£+4*Р -%{t) нормальной функции как оумма двух 
нормальных слагаемых имеет нормальное распределение / см. раздел 
2.8 /. Следовательно, предел при Л i  О отношения ЛЩН)/д 
тс еоть производиеЛ, будет также иметь нормальное распределение.

2.10. Интегрирование случайного процесса

Определим интеграл в средиеквацратическсм смысле от произведе
ния случайной функции Щ fi) на детерминированную функцию

£(*)= /  A ( i , i ‘)4U')ci-t' <2.38)
как случайную функцию, к которой при т а л О  в среднеква- 
дратическсм охсдится последовательность ^ ^ с л у ч а й н ы х  функций, 
представляющих интегральные суммы

п  *= /
Среднее значение интеграла равно

а
второй на /̂игьннй момент

<*(*гШ ) > = j f k ( h i и а г , *"}<кM m t fx t i 'd i*  (2.40)
а. а.

Можно показать, что сходимость интеграла (2.40) в обычном смысле 
является необходимым и достаточным условием существования интегра
ла 2.38 в 'среднеквадратическом. Несложно получить следующие вы
ражения для корреляционной функции ( iu is) процесса %(i)n 
функции взаимной корреляции ({ , ,  i s )

*> а. ь (2.41)
I

d f . i f ) -  S к
й

Очевидно, интегрирование нормального случайного процесса да
ет процесс также нормальный.
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2Д1.3адачи

1. Точка совершает гармоническое колебание X -  a. sin. cvi ■ Найти 
плотность распределения значений JL , «читая» что вероятность на
хождения точки ч интервале ( л , л  -к£л ) пропорциональна длине ин
тервала и обратно пропорциональна скорости ее движения. Найти ин
тегральный закон распределения F M  и вероятность того, что точка 
будет находиться в интервалах ( - а . , ~a fi) и (- а/% )

2. Установить связь между параметрами й и $ в одностороннем эк
споненциальном распределения

Г -Аг\а.е ,±Ы>;
 ̂ о  л<  о

3. Доказать, что для нормального закона

з _ 8

f(jL) =  t  , х е ( - ^ ,о о )J угзг<?
«О

заполняется условие J  j( jc ) t i . J t .~ i Найти коэффициент С

в одностороннем нормальном распределении

-  zLS
f ( j ) ~  С % № е г<т* »

где Х(&) ~ функция Хэвиоайда, равная 1 при * О и нулю npnj>.<0.

4. Показать, что для одностороннего нормального распределения

   -^/га*
f ( J L ) *  } j 2. / Ж ( X й  £  ,  X  Z O

среднее значение и дисперсия раанн соответственно

m , = 6 - V 7 7 y r  ; М2 - { г - г / * г ) < г л

5. На электронное реле воздействует случайное напряжение с ралеев- 
оксй плотностью вероятности



J C  ~ ^ е  

6
а/ Какова вероятность срабатывания схелм, если электронное реле 
срабатывает всякий раз, когда напряжение на его входе превышает 2 
вольта?

б/ На какое напряжение нужно настроить реле, чтобы вероятность его 
срабатывания под воздействием случайного шумового напряжения не 
превышала 0,003?

6. Время безотказней работы самолетного радиоэлектронного оборудо
вания в полете является случайней величиной, распределенной по эк
споненциальному закону / см. задачу 2 /. Определить вероятность 
безотказной работы оборудования в течение десятичасового полета, 
если среднее время безотказной работы пс статистическим данным сос
тавляет 200 часов.

7. Показания прибора из-за наличия помех равномерно колеблются ме
жду значениями jc , и Х г Составить выражения для плотности рас
пределения и для интегральней функции распределения; вычислить сре
днее значение и дисперсию показаний прибора.

8. Изменение частоты генератора из-за самопрогрева подчинено рас
пределению, график плотности кото
рого приведен на рис2.9. Записать 
аналитические выражения для плот
ности f  (Я)., функции распределе
ния A" (Q) вычислить среднее 
значение и диоперсию.

9, Плотность совместного распреде
ления двух случайных величин J' и 

у  имеет вид

“ 20* (/-в2) ^  В~ У +УЭ ̂

Найти плотность распределения^^) условную плотность



i
условное среднее значение <л/у> и дисперсию < 3 ^

10. Вычислить характеристическую функцию равномерного распределения 
/ см. задачу ? '/.

11. Определить характеристическую функцию случайной величины -£ ;
U - а ) 1

/w-yw? ‘ г"’ '“Г-у
Вычислить моменты распределения <jc > ,<"(•* -Cl)> для п. * 2,3,4,

12. Найти характеристическую функцию у>л ( и ; t) и одномерную 
плотность распределения^ (л i t ) процесса л  -<*■ + Jbi t> О
где oi. и f i взаимно независимые случайные величины о плотнос
тями распределения (ос) и (р)

13. Найти математическое ожидание / среднее значение / и дисперсию 
случайной величины Jt распределенной в интервале £- % > 2]

по закону Л ^  =  у  Л ; вне указанного интервала f /л)- О.

14. Плотность вероятности двух случайных величин jl ъ у  выража
ется формулой

f U  ,у) = A s in u ~ * y ) . o $ j n f  о< у

Определить постоянную Л  , а затем найти интегральные законы 
F(JL,y),Fn (■£), Fy ( 1/ ) Вычислить вероятности того, что

1 УГ С-1 v . Ж // <* —  - £ I jf < —  —  <г и< ~-~а) л <  f  , о) jc< q у <  ̂ ’ 6 ) е  <JL</i *  *

15. Плотноеть совместного распределения двух случайных величин X и 
у  определена выражением

j ( j c , y )  =  Л.3) ( /  + у 2)

Определить, являются ли JL и у  статистичеоки независимыми. Най
ти функцию совместного распределения F  (л , у)

- 4 i -
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16. Углы ориентации двух независимых векторов могут принимать о 
равной вероятностью любые значения от 0 до 2ж Вычислить вероят
ность того, что векторы совпадут по направлению с точностью долу?

17. Плотность совместного распределения случайных величина и у  
есть

}(*>¥)={ s i n - О*
Найти средние значения, дисперсии и корреляции случайных величин 

х. и у  а затем построить корреляционную и нормированную корре
ляционную матрицы.

18. Найти моду и медиану закона Рэлея

/'W =
D О.

19. Показать, что для т . -распределения / распределения Накатами /
3/7Z - г m jz  2

Л ! \ л  ̂ л /77. о /

начальные моменты равны

т .„ =  г ( т - ф 2 )
£

П т )
20. Определить, какие из случайных процесоов, имеющих корреляцион
ные ФУНКЦИИ , . , I . _,S/JL j. \S

а ; ^ Л 4).г ' ;  6)Hi/Js)= е~ ' г ;

exp(-X\tt-is\)CO4id0(i,-t!l) ; 
г = елр Ъ \){и*ь>0 drh)+fo >̂о

дифференцируемы в среднеквадратичеоком. Найти диоперсии и корреля
ционные функции производных.
21. Нормальный случайный процесс %(■£■) имеет нулевое вреднее зна
чение <$(4) > = 0 и корреляционную функцию

/4  ( £>■ h ) =ejLP I ir is  0 (uXtittHs) + <&(-£,-i2 ))
Найти вероятность того, что значение производной случайного про
цесса Щ '(4) не превысит величины J&
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г. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ЗНАЧЕНИЙ СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА

Функциональное преобразование вида

вь-git'tn, (31)

где $(■*-} - детерминированная функция, изменяет распределение зна
чений случайного процесоь в каждом его сечении. Во многих приложе
ниях теории вероятности возникает задача об определении распределе
ния преобразованного процесса.

3.1. Одномерная функция распределения 
преобразованного процесса

Если функция £ =£(£;) взаимно однозначна и дифференцируема, 
то несложно установить свкзь между распределениями процессов £ f t )  
и £, ( £) в сечениях, соответствующих выбранному моменту времени t .  
Действительно, в этом случае вероятность ообытия

Ztt)e(t= $  +
будет равна вероятности эквива
лентного события рис. 3.1

Z ( t )e ( Z
Пусть плотность вероятности процесса £ (J) в выбранном сечении 

еоть ; t ) а неизвестная плотность вероятности процесса Щ(+)

-  J  ̂  ( Z i i  ) Если И £ и &Z - бесконечно малые величины, 
то из равенства вероятностей двух эквивалентных событий следует

(3.2 )

Поскольку преобразование взаимно однозначно, то существует обратная
функция

= 4 1 ! )Z ~ 7  ' ' (3.3)
Воспользуемся этим обстоятельством и в равенстве 13.2 ) произведем 
замену переменной £  в результате чего определится ряд плотно
сти вероятности процесса



- ц -
й £

Учитывая, что л £  и Л £ - длины бесконечно малых отрезков, 
то еоть абсолютные значения соответствующих прирадений переменных 

и £ заменим их отношение модулем производной обратной 
функции ( 3.31 при этом получим следующее выражение для искомой 
плотности

\̂Р\ «л)
Рассмотрим теперь случай, когда обратная функция многозначна.

На рис. 3.2 приведен график функ- 
^  ции I  = <р( £) , для которой об- 

е ратная функция имеет
две ветви и £=уга),
сходящиеся в точке £ = При 
таком преобразовании событие

t+*a
наступает при реализации какого- 
либо одного из двух несовместных

О  Д Е , ,  Ь е  а * г

Рис. з .г
событий.*
либо £(t)(r(£f , ,где %f = q,t ( z ) t

либо $ ( t ) G ( $ i , £г +А Ще ), где $ г =  f a i t ) .

то еоть j <3-5 >
С Щ с

После соответствующей замены и выражение для плотности
вероятнооти процесса Z l i )  принимает вид

d z * A [ 9 / w i dz
Если обратная функция имеет п. ветвей =1,2,..., П- то

frU:i\=L
( i*/

d Qi(Z)
di, (3.6J
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3.2.Распределение арксинуса

Рассмотрим проотой пример функционального преобразования. Пусть

С/чслучайная величина Ц равномерно распределенная на отрезке^,^ 
и имеющая плотность вероятности Г t j^ j s 2Г -

о J * / > f
подвергается преобразованию

(  =  £  . £ £ ( - / -  /)

Обратная функция -$■(£) ■= йаин-П. К  в Данном случае одно

значна, поэтому по формуле (3.4 J находим для /£ /* 1
tL%U)
cLl

(3.7)
Я- f n y

При I {1> t плотность вероятности () равна нулю.
Это раопределение известно как "закон яркстнуса" и характеризует 

распределение значений гармонического сигнала при условии, что фаза 
его случайна и с равной вероятностью принимает любые значения (см. 
раздел В 12).

3.3. Распределение процесса на выходе 
безынерционного квадратичного детектора

Рассмотрим два примера функционального преобразования случайного 
процесса, когда обратная функция неоднозначна.

1. Пусть требуется найти плотность вероятности случайного процес
са на выходе нелинейного безинерционного элемента, осуществля
ющего преобразование

{({) = a z s( t ) , a > 0  (3.8)
нормального случайного процесса £  ft) со средним значением < Щ > 
и дисперсией <Уг . Значения С (*) не могут быть отрицательными, 
поэтому ( ( ; i )  = 0 при Z,< О Для ? > 0 функция, обратная
(3.8), является двузначной и имеет ветви

5  ; Щ - h l i l - j l i  :
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I dq.t u \

d-A dz, 2 { Z a

Согласно [3.6J, плотность распределения процесса на выходе двусто
роннего квадратичного де’ ектсра будет определяться выражением

о, к< о:
( U  ila < G > f  ( Я ф < * > ) г

].
2 (т3а

* t i G * a (3.9)

(3.10)

/
г. - / г ж а ^ а

2. При нелинейном преобразовании
Г О . £(t)<0 ;

& t ) » o

вероятность значения £(t) *0 оказывается конечной, равной вероят
ности тоге, что $ ( t ) e O , то есть

О О ( € - < g > r

Значения же в этом случае оказываются результатом преобра
зования только положительных значений 4F( i ) > О , соответствующих 
лишь одной ветви обратной функщш 4- = так что при

-//&«»! 1̂ 1
В целом плотность распределения на выходе одностороннего
квадратичного детектора может быть запиоана в виде

К < о  ; (т/£ - т Г й < $ » °

[̂ ■̂ ,1ВР7гг'
где { ) - дельта-функция Дирака.

(3.11)

3.4.Многомерные распределения преобразованных 
процессов

Полученные для одномерной плотности вероятности выражения (3.4) 
и (3.6) легко обобщаются на мноГомернне плотности.

Пусть известна п. -мерная плотность вероятности
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f ^ H  t • j )

характеризующая значения процесса <£ (t) ъ n сечениях. Для тех 
же п сечений необходимо найти плотность вероятнооти преобразован
ного процесса £(i) = Если преобразование взаимно одно
значно в каждом сечении и обратная функция £  } дифференци
руема, то 4  1? /  7 -4 4 - 4 \ —

12}fan)' г̂,— j 1 jdt; (3.

В более общем случае под переменными п. -мерной
плотности можно понимать значения различных случайных процессов 

^ п (ё) рассматриваемо в один и тот же или
в разные моменты времени. Совокупность однозначных непрерывных фун
кций от п переменных определяет преобразование

£ t —  ^  ( % / > На.) #

Кг — Р* г £ / *  )>

. п  2?1 $г, -•• * Щ п  )

Необходимо определить совмеотнув плотность вероятности f{(£t,%!•■■>
/ для краткости не будем указывать временные параметры /, если су
ществуют однозначные и дифференцируемые обратные функции

?/ =  •' ■ "> £/* ̂

?г = - •. ) >

, &г>- ■ ■ •(/,i ) ■
Нузшая плотность вероятнооти определяется для этого случая Форму- 

Л0Й /*(*,. *f . =

=/е (9 ,К>,<*. ) —  D n \ (э.п;

где Пр - якобиан преобразования
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9 $ , *£/ .. W j
дг,г Ъг,п.

*д) btyt. i h M s
о и , . ь .... (п) dZi д а г "К п

Ч̂'Л Ч *
Н * ' Пп

Если обратные функции неоднозначны, то формула (3.13) должна
включать суммирование по всем их ветвям.

3.5.Распределение модуля и фазы вектора с 
независимыми нормальными компонентами

В качестве эще одного примера функционального преобразования 
рассмотрим переход от случайных декартовых координат ( Щ, '*>) точки 
к ее случайным полярным координатам - модулю р и фазе в ради- 
ус-вектсра:

ft *■ Ъ г' р е м , ”*) ;

Ве(О.гзт)

Обратное преобразование имеет вид

£ =р ссн & -ft iinS
Пусть декартовы координаты точки щ и £ независимые нормаль
ные случайные величины со средними значениями < к<̂ > = *>0
и одинаковыми дисперсиями, равными б" ** Совместное их распреде
ление имеет плотность вероятности g „

htlb.V-i&i 2< r~

Сумму квадратов в показателе экспоненты запишем в следующем виде

f j i  l<* * + I** - 2 (* « о - > * t* S  * Ъо3) J
Очевидно, если обозначить через(ра , в„) полярные координаты сред-
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него положения точки ^  0 =$ о  Со*&а ; =J>o Sin- So

(3.14 )

то показатель экспоненты определится формулой

{р* -  CC* (B -S°) *Рой [
Учитывая, что якобиан преобразования равен р  получим, согласно
(3.13), следующее выражение для совместной плотности вероятности 
полярных координат точки р1 _ ̂  СоИВ-в0) +/>о‘

е 751

Интегрируя (3.14) по угловой переменной В £ 10,23?) вычислим 
плотность вероятности модуля вектора р

Р " 7 ^ % ’*' -ъ *°соз119'во)
е J  £ = (3.15)

0 д д_ Р - ге* г ,£А\
-  р  £ Jo'6-* / ’

где 1а (л) - модифицированная Функция Бесселя нулевого порядка[/ ? ]. 
Это распределение называется обобщенным распределением Рэлея или 
распределением Райса. В предельном случае р0 /6 <*• / / сильные
флуктуации точки относительно среднего положения / можно считать, 
что [ а С Я г  У при этом из распределения (3.15) следует распре
деление Рэлея

fj>№ = £> £ * * ' <3-16)

В противоположном случае, когда р0/б~ / / слабые флуктуации /
при р ^ , & можно воспользоваться асимптотической формулой для мо
дифицированной функции Беоселя

г (Мо\ ,̂/IZE
■*0 1 6 s ' ]/ iTTfifio C

после подстановки которой в (3.11) плотнооть вероятности р прео
бразуется к виду »

„  U L M  r~gr f i  е 2 6-* J . g  Isfp iP )^  q S £ угтгрра
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Определяющую роль в этом выражении играет экопонента, а так как 
J>o/<7 *>/ то распределение имеет ярко выраженный пик в окрест

ности точки J) = J3D Полагая в степенных множителях р  ~ fta
получим (/J_t ) й

га-1
i i x  G

то еоть при j) a /<у »  / распределение модуля вектора оказывается 
близким к нормальному. Изменение формы распределения Райса по мере 
увеличения отношения J)0 /в" можно иллюстрировать рис. 3.3, на ко

тором у каждой кривой указано 
соответствующее значение отно
шения /<т = о, /, 2 , а .4 

Распределение фазы 9 пло
ского вектора получим из {3.15) 
интегрированием по р в преде
лах оТ О  до о о

-£ ^ ^ п г(в-во) c°fL8-7.M l2(Т U (3*17JО

(3.18)

оказывается равномерным на интервале

'в'~' ‘ 23г<7*
В первом предельном случае сильных флуктуаций ^  *

е Ш
то есть распределение В
в 6 (О, uri
В случае слабых флуктуаций fio/C»  t плотнооть (3.1?) имеет 

хорошо выраженный максимум в Точке В — Во Заменяя в окрестности 
этой точки din (8 -во) приближенно на (8~8о) полагая 
СОб{В-в0)^ / получим

( В -Go) ^  (р - р 0) й
-2«У//$й Й6-* p<Lp

Поокольку р в >> <? экспонента в подынтегральном выражении быс
тро убывает при удалении от точки р = fto , так что влияние ниж
него предела на значение интеграла оказывается пренебрежимо малым.
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Елагодаря атому нижний предел можно заменить на - оо не ннося за
метной погрешности, после чего интеграл легко вычисляется, и плот
ность вероятности^ (в) оказывается близкой к нормальной плотности

иЭ-ВоУ
(3.19)

Таким образом, если при flDIO «■ / когда случайные отклонения 
значительно превышают среднее расстояние точки до начала координат, 
распределение фазы равномерное, то при удалении ореднего положения 
точки от начала координат J)о <5" флуктуации фазы ослабевают, ее 
р&спределение оказывается близким к нормальному со средним значением 

8 0  и  дисперсией флуктуаций {6 / Ро ) 2 Изменение распределения фа
зы при увеличении отношения 
(РоЮ) показано на рио. 3.4 
Кривые на графике приведены 
для значений отношения

fto/ в -О .  / ,2 ,3 ,4  
Приведенные распределения мо
дуля и фазы 'случайного векто
ра широко попользуются в ста- 
тистичеокой радиофизике при 
описании случайных комплексных

-<80° - 8 о Г0°
Рис. 3.4

сигналов С i - 4 ] которые часто изображаются векторами в комплек
сной плоскости. При этом(Vo, )характеризуют квадратурные состав
ляющие среднего / полезного, информативного / сигнала,{рр, Во) -  
его амплитуду и фазу. Смениваяоь аддитивно со случайным нормальным 
шумом, квадратурные составляющие которого ( ^ и ( £ - %а ) ста
тистически независимы, в среднем равны нулю и имеют дисперсию С 2 
он формирует случайный сигнал, для которого значение fio/ ^  явля
ется отношением типа "сигнал/шум". Как следует из проведенного рас
смотрения, флуктуации амплитуды случайного сигнала оказываются рэле- 
евскими в отсутствии полезного сигнала и нормализуются, когда на фо
не слабого шума наблюдается сильный полезный сигнал.

3.6. Моделирование выборки случайных значений 
о заданным законом распределения

Существуют разнообразные методы моделирования случайных величин.



Для большинства из них при моделировании на ЭВМ исходным материалом 
служат равномерно распределенные на интервале i ) случайные чис

ла, вырабатываемые программным датчиком. Рассмотрим один из доста
точно общих методов преобразования случайных чисел с равномерным 
распределением в случайные числа с заданным законом распределения - 
метод нелинейного преобразования. В его основе лежат следующие про
стые соображения[8 1

Предположим, что случайная величина преобразуется в случай
ную величину л  , причем это преобразование является взаимно одно
значным. Очевидно, если значение £ с некоторой вероятностью попа
дает в интервал ( ) , то с той же вероятностью значение

Л окажется в соответствующем интервале (л ' ,л ' +dx‘). Запишем 
это утверждение в форме равенства

где /'..('?) - плотность вероятности случайной величины V  а 
- плотность вероятности л  Если ^ _ равномерно

распределенная на интервале ( 0 , 0  случайная величина, то равенстно 
принимает простой вид

= /л и ' ) а л '
и определяет функциональную связь между f  и .-с-

£ =  = /^(л),
где (л) - функция распределечия величины л  Таким образом, 
если распределение случайной величины jl характеризуется плотно
стью f  (jt) то преобразование

дает величину, равномерно распределенную на интервале (0 , 1) Яо- 
rfo, что обратная функция

л  = F~U^) (з.?о)
позволяем преобразовать равномерно распределенную величину ^е-10,1) 
в величину с заданным законом распределения.
Например,нужно преобразовать равномерно распределенную величину

(О, i) в рзлеевскую величину л  (г Ю, °о) с плотностью вероят
ности (л)



Найдем функцию распределения 
л -Ж1

о и

'го1

Как показано, величина

будет равномерно распределенной на интервале (О, /) Обратное пре
образование

дает решенне задачи. Заметим, что можно также воспользоваться пре
образованием

поскольку разность / - у так же, как и ^  является равномерно 
распределенной величиной на (О, О

Таким образом, метод нелинейного .Преобразования предполагает по
лучение выборочных значений i  = t ,2 и последующее пре
образование их н выборочные значения

Решение задачи о распределении модуля и фазы случайного вектора, 
ортогональные компоненты которого независимы и распределены нормаль
но, подсказывает простой путь моделирования нормально распределенных 
значений методом нелинейного преобразования. Действительно, соли 
J) - рзлеевская случайная величина, а 8 - равномерно распреде
ленная на интервале [ 0, 2л] то их совместное распределение - при 
условии статистической независимости - имеет плотность вероятности

(3.21)

3.7. Моделирование нормального распределения
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Преобразование .

\jc -jJCOdB
\y=j>UnB

дает новые случайные величины о нормальным распределением 
JLi +yi jef

, и  и}= р **• = - J —  ; г°* J —  ;*<гш
Xl,y ‘в} 23?Os ~0ST <Э t[2vt O' ’

при этом j: и у  являются статистически независимыми, имеют нуле
вые средние значения и равнйе дисперсии O'2

Значения в ■ равномерно распределенные на интервале [0,2зг] пре
дставим в виде

в  =2TT' î ; у, 6 ГО, /J 
где ^  - равномерно распределенная на единичном отрезке величина, 
значения которой моделируются программным датчиком квазислучайных 
чисел.

Значения рэлеевской случайной величины J) согласно (3.21), мо
жно получить преобразованием

р  = <5}/- 2 tn $ s 6 [ 0 , i ]
где £2 - также равномерно распределенная на единичном интернале 
случайная величина, статистически независимая от ^

Таким образом, две независимые случайные величины и 
равномерно распределенные на интервале СО, 1 ] , преобразуются в две 
статистически независимые нормально распределенные случайные вели
чины л. и у  с нулевыми средними значениями <л> => О
и равными диопероиями 6 1 по следующим формулам:

JC = &-J-2 In f:'e -cod j •

(.3 22)
y  = 6 j-2 £ n  id tt 2TTft

От центрированных величин j: и у  несложно перейти к случайным ве
личинам с отличными от нуля средними значениями, для этого достаточ
но заданные средние значения добавить к тем случайным, которые полу
чены преобразованием (3.22 ).

Заметим, что в ряде случаев методы моделирования могут основыва
ться на конкретных овойствах моделируемой величины. Например, в ка-
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честве нормально распределенных случайных чисел можно использовать 
сумму неокольких независимых случайных чисел с равномерным распреде
лением. Это приближение основано на центральной предельной теореме, 
и при большом числе слагаемых дает величину, распределение которой 
близко к нормальному.

3.8.3едачи

1. Йайти f  /у)

2. Найти f y l y )

если 2а* , у

.-2&ТГ
* У = х

Решить далее эту же задачу, но для закона

. £ ге*

и - ь г
2CTS

Ответ: а/ fy  l lj )  - " У2тту ■ С 

О

уьО  ; 

у < 0

6/
i I ¥ V G' ‘

(IJ tO.3)
■ '2  G* У>е:
’ <U

Указание: учесть, что обратная функция Л — ±у^/~ - двузначная и 
воспользоваться формулой (3.61.

3. Определить плотность f y l y )  при зедэнных законах преобразования, 
если случайная переменная t  распределена равномерно в интервале[0,1].
а/ у - - I n *  :
б/ у  = - 2 £п'г i
в/ у  =■ * »
г/ lj = (y f-2 .en^

Вычислить среднее значение'£/> и дисперсию^ случайной величиныу 
Ответы: &/ f  (u} = £ v l/с (О, ; <Ц> = / ; 6}.“= /

г/ <у> = т/я7£ с ; бу = <rs
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4. Найти закон преобразования у=  if (Ц) , моделирующий случайную 
величины ^  с плотностью^  (у) = 2 е~3& если дано, что £  - 
равномерно распределенная на интервале [о, /] случайная величина. 
Ответ: у  =• - 1  £п  щ

5. Определить плотность распределения процеоса на выходе нелиней
ного элемента с характеристикой

Л  <  - Л  
'Siin згл - / g x s / ,

i f ,
если на вход поступает случайный процесс ur l i ), распределение ко
торого подчиняется закону г .

\ %  /•*/« /;

(1л1~/\/XI > Y

0тнет: - ( я i
6. На вход устройства, сжимающего динамический диапазон мгновен
ных значений случайного процесса г и >0'

У  ~  [  о  , л <  о
поступает процеоса (£) о равномерной плотностью в интервале СО, Д]. 
Определить плотность распределения процесоа на выходе.

7. Определить закон распределения мгновенных значений тока на вы
ходе нелинейного элемента, вольт-амперная характеристика которого

изображена на рис. 3.5. Входное 
напряжение имеет симметричный 
нормальный закон распределения 
о нулевым средним значением.

Рис. 3 .5

8. На вход безынерционного линей
ного детектора с характеристикой

\ а и Ы J , u t t )  > о ;

[ О , о
подается нормальный шум с нуле- 

Q

id ) -

вым средним значением и дисперсией 6  . Найти распределение
мгновенных значений тока i ( t } , его среднее значение и дисперсию.
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4. МЕТОДЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

4.1. Ооновные задачи математической статистики

Статистические методы являются важным инструментом эксперимента
льных исследований. Результат эксперимента всегда содержит ошибки, 
как бы тщательно ни проводились измерения, и это вносит в получае
мые цанные элемент случайности. Но более существенным является тот 
факт, что многие законы природы имеют статистический характер, и по
этому помимо ошибок измерений в экспериментальных данных проявляют
ся флуктуации, свойственные изучаемому явлению или процессу. На пра
ктике всегда количество экспериментальных данных ограничено, а ста
тистические закономерности, наблюдаемые в случайных явлениях, проя
вляются тем отчетливее, чем больше объем статистического материела.
В этих условиях по совокупности наблюдений статистические методы по
зволяют сделать обоснованные выводы о свойствах случайных процессов, 
построить и проверить подходящие статистические модели. Для многих 
приложений наиболее важными являются следующие три задачи математи
ческой статистики.

1. Оценка неизвестной Ф у н к ц и и  распределения или плотности вероят
ности. Для одномерного распределения эта задача предполагает оценку 
интегральной или дифференциальной функции распределения случайной 
величины jc / значений случайного процесса в заданном сечении / 
по полученной выборке значений - результатам независимых измерений 
л , , л а , п. Эту задачу можно распространить на многомерные
распределения.

2. Оценка неизвестных параметров. Чтооы найти закон распределения, 
нужно располагать достаточно обширным статистическим материалом, по
рядка нескольких сотен наблюдений. На практике часто объем внбсрки 
оказывается значительно меньше и недостаточен для того, чтобы найти 
неизвестный закон распределения; но все же этот материал может быть 
обработан и использован для определения - хотя бы ориентировочно - 
важнейших числовых характеристик случайной величины: математического 
ожидания, дисперсии, иногда - высших моментов. Во многих практиче
ски важных задачах вид закона распределения известен заранее, но
все или несколько параметров этого распределения неизвестны. В ряде 
задач закон распределения вообще несущественен, необходимы только 
его числовые характеристики. В каждом из этих случаев нужно по огра-
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ничейному числу наблюденнй приближенно определить ряд неизвестных 
параметров. Поскольку выборка ограничена, то определенные по ней зна
чения содержат элемент случайности и называются выборочными значени
ями илг стртг.стикрмн. Выборочные значения используются как оценки 
соответствующих характеристик исходного распределения. Для оценки од
ного параметра можно построить it рассчитать несколько отличающихся 
друг от друга статистик, исходя кз различных требований к приближен
ному результату. Предпочитают оценки, которые сходятся по вероятно
сти к оцениваемому параметру при неограниченном увеличении размера 
выборки / состоятельные оценки /, у которых математическое ожидание 
в точности р з е н о  оцениваемому параметру / несмещенные оценки / или 
у которых наименьшая дисперсия / эффективные оценки /. На практике 
не всегда удается удовлетворить всем этим требованиям. Например, мо
жет оказаться, что даже если эффективная оценка существует, формулы 
для ее вычисления слишком сложны, и приходится удовлетвориться дру
гой оценкой,дисперсия которой несколько больше. Иногда применяются 
простые для расчетов, но незначительно смещенные оценки, уточнение 
которых является сложным и необязательным в решаемой зедаче. В каж
дом случае выбору оценки должно предшествовать ее критическое рас
смотрение со всех перечисленных точек зрения.

3. Проверка статистических гипотез. Статистической называют гипо

тезу о виде неизвестного распределения или о значениях параметров 
распределения, вид которого известен. Все возможные гипотезы прове
ряют по эмпирическим данным, то есть по выборке. Принятие или откло
нение гипотезы - это выбор решения относительно свойств или состоя
ния изучаемjro явления по результатам наблюдений. Например, теорети
ческий анализ дает основание предположить, что амплитуда регистриру
емого сигнала является рэлеевской случайной величиной. Необходимо 
проверить, совместимы ли измеренные значения амплитуды с этой гипо
тезой. Другой пример: регистрируемый сигнал создается или шумами ка
нала связи, или является омесью полезного сигнала и шума. Распреде
ление его амплитуды в двух этих случаях различно. Задачу обнаружения 
полезного сигнала можно сформулировать как зедачу проверки отатисти- 
ческой гипотезы о шумовой природе сигнала.

Если гипотеза содержит только одно предположение, ее называют п р о 

с т о й .  В двух приведенных примерах сформулированы простые гипотезы. 
Сложной называют гипотезу, соотоящую из двух и более простых. Напри
мер, обнаружение одного из совокупности сигналов на фоне шума пред
полагает проверку сложной статистической гипотезы. Выдвинутую гипо-
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тезу принято называть основной / нулевой / и обозначать Н0 Проти
воречащую ей гипотезу называют конкурируя™» / яльтетмятипипй / и 
обозначают Ht

Правило, по которому принимается решение принять или отклонить 
гипотезу Но называется статистическим критерием. Статистические 
критерии не могут доказать ни одной гипотезы, они могут лишь указать, 
что она не противоречит наблюдаемым результатам, то есть нет основа
ний, чтобы ее отвергнуть. Действительно, выборка значений, реализо
вавшихся при измерении, случайна и едва ли повторится при повторных 
измерениях. Тот факт, что она согласуется о нулевой гипотезой, не 
дает полной гарантии, что гипотеза справедлива и все последующие вы
борки не будут ей противоречить. На практике, если есть возможность, 
гипотезу проверяют другими способами или повторяют измерения, увели
чивая объем выборки.

4.2. Подготовка статистичеокого материала - выборка 
и споообы ее записи

Математическая статистика позволяет получать обоснованные выво
ды о параметрах или виде распределения случайной величины по сово
купности наблюдений нед ней - выборке объема j/ ^  .
Вариационным рядом выборки называется способ ее записи, при котором 
элементы упорядочиваются пс величине. При большом объеме выборки ее 
элементы объединяются в группы / разряды /. Дня этого интервал, со
держащий все элементы выборки, разбивается ва к непересекающихся 
интервалов-разрядов. Вычисления значительно упрощаются, если частич
ные интервалы имеют одинаковую длину

После этого определяют частоты - количество n i элементов выборки, 
попавших в / - й интервал / элемент, совпадающий с верхней грани

цей, относится к последующему интервалу /.
Очевидно, что сумма частот n j по всем частичный интервалам 

J = / , 2 равна объему выборки

</=" *
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Сумма частот по интервалам от первого до i -го называется накоп
ленной / к  i -ому интервалу / частотой

тМ
Таким образом, распрадаление значений случайной величины л  по 
частичным интервалам можно ̂ определить или локальной характеристикой 
- частотой л /  или интегральной характеристикой - накопленной ча
стотой j/ l Частоты /2,- j/i зависят от объема выборки J/ Это

неудобно при сопоставлении результа
тов по выборкам разных объемов. По
этому чаще пользуются относительны
ми частотами

Л .* 
У

26. Бк

Рис А ■ /

J/
для которых 

* *
Z. Pi
/а» /

и которне при 
роятностк pi

р Т= ~I J/

» Рм “ f
ОО переходят в ве- 

Такая группированная 
выборка часто оформляется графически 
в виде так называемой гистограмм 

Фис. Гистограша частот это ступенчатая фигура, составленная
из прямоугольников, построенных на интервалах группировка так, что 
площадь каждого прямоугольника равна частоте щ  i  - 1,2,...к. От
сюда следует, что площадь гистограммы частот равна объему выборки^". 
Высоты прямоугольников равны Л / / Л  Аналогично отроится гисто
грамма относительных частот, для которой высотй прямоугольников рав
ны fii/A а площадь всей ступенчатой фигур: равна единице. Число 
подынтервалов и их длину задают из соображений наглядности и удоб
ства, Если нет особых соображений, то число подынтервалов задают по 
правилу Штюргеса £ to ] .

где Е М  означает целую часть числа Л.
Эмпирическая функция распределения f- (х) определяется по зна

чениям относительных накопленных частот соотношением

j~ % ) = £  П;/<У - L  P i



Согласно закону больших Ч1"сел Бернулли при каждом Фиксированном 
•X- эмпирическая функция распределения F *  U) , полученная по вы

борке объема j /  сходится’ по вероятности при JS 00 к фун
кции распределения Fix) теоретически бесконечной генеральной со
вокупности. Таким образом, чем больше объем выборки, тем, вообще го
воря, эмпирическая Функция распределения дает более точное представ
ление о теоретической Функции распределения.

4.3. Оценка среднего значения

Выборочным средним значением величины JL называется 
/г

1  = (4.1)
П i = f

Легко показать, что выборочное среднее jc является состоятельной 
оценкой <<*->■ Действительно, считая, что случайные величины

jLj L = /, 2 ,.. , /I имеют ограниченные дисперсии, обратимся 
к теореме Чебышева - наиболее простой форме закона больших чисел, 
согласно которой при п. среднее арифметическое значение jc
сходится по вероятности к математическому ожиданию <- л. >

Оценка Jc является также несмещенной, поскольку 
п п.

<jc> =  < -  L  * i > =  ~ £  < *i> =<•*>
п i = / п i=t

Выборочные начальные моменты второго и более высоких порядков 
определяются аналогично

* - £ . * /  { = 2 , 3 , . . .  (4.2)
п  t ~ /

Несложно показать, что они также являются неомещенннми состоятель
ными оценками < jc >

4.4. Оценка дисперсии

В определении выборочных центральных моментов возможен произвол. 
Если известно математическое ожидание < > , то центральные мо
менты естественно определить относитапьно этой точно заданной вели
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чины, то есть

 ------------- . /I
1 л ~ < л> )^ =  —  Z  (~*i -<-*■>)* (4.3)П[=,

Если же < jl > неизвестно, то в качестве его оценки по имеющейся вы
борке целесообразно принять выборочное среднее -X и определить 
выборочные центральные моменты формулами

и - л ) £ =  i l  U i - D *
ni=f

Заметим однако, что з а м е н а на ухудшает оценки центральных 
моментов: выборочные моменты {х - £)£ есть состоятельные, но сме
щенные оценки моментов < Покажем это на примере выбороч
ной диопероии

-  (л  1  £  (л.1 - 2 )*
л

Преобразуем сначала выражение для нее, введя <и>
. п  S

J s = —  L [ и г - < л > ) - { х -<£>)] *=
/=/

= -£ Г (л.- -<u>)2-2(Jc-<Jt>) ~ Г  {JCL - а » +
/ » Д ,  ПГ*/

•t ( I  - <л>)**

Учитывая, что
/ п

— ZL (л-i -<•*>) = л -<•*>■
n i=t

получим

J fi =  1  l_ (JL£ -<*>)*- ( J  -<Л>)г 
п i~f

Вычислим математическое ожидание < о > Среднее значение перво
го слагаемого

< JL Г  (•*< ~ <*>)а> =(Уг
п  L~ / n  i - t
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совпадает с дисперсией, то есть дает нужный результат. Но среднее 
значение второго слагаемого не равно нулю и создает смещение сценки. 
Действительно,

£ / ^  ^
<(JZ - <л>) > =  < ( — £. l&i -<л>)\ >

"■ i = /
и поскольку Jti для всех I - /, j?a. ,.а /г статистически независимы, 
то

о / ^  л
-<*>,);> =  < -  £  -<*>)* > =  2 -

tl i*-t n
Таким образом, в целом

< л ш> = е 2 ^ ./г
то есть £ 2 является смещенной оценкой дисперсии 0 "5 Величи
на смещения <йв//г стремится к кулю при /г -* «> что указывает 
на состоятельность оценки. Чтобы скорректировать смещение, вместо 
J 2 целесообразно воспользоваться статистикой

п.
S  =  — —  о *  Г ^ Т  Г  (4.4)

П-~ ( £ = /

для которой, очевидно,

Статистика »5а является состоятельной и неомещенной оценкой (Г* 
и применяется наиболее часто. Можно показать, что для центральных 
моментов третьего и четвертого порядков, через кстсрые выражаются 
коэффициенты асимметрии и эксцесса, несмещенными и состоятельными 
оценками будут соответственно величины

nZ (а.-Я )3 для (4,5)
(/i-otn-s)

и
п i

{n-Oltl-2)(/l-3)\ nS I (4,6)
I

Д Л Я  < • ( . *  ,> .



4.5. Проверка гипотезы о виде распределения

Пусть Jts , ..., л. jy - выборка значений случайной величины Л. 
Проверяется гипотеза Нд состоящая в том, что ис подчиняется 
некоторому определенному закону распределения f ix ) Как правило, 
вид теоретической кривой распределения f М  выбирается заранее из 
соображений, связанных с существом задачи, а часто просто с внешним 
видом полученной по результатам наблюдений гистограммы частот П{ 
Предположим, что результаты наблюдений сведены в Ц разрядов, для 
каждого из которых подсчитаны, исходя из гипотезы Ц0 теоретичес
кие вероятности Pi За меру расхождения теоретического и эмпири
ческого распределений примем для каждого разряда квадрат отклонения 
реализовавшейся в ныборке частота /г,- от прогнозируемого в соответ
ствии с гипотезой Но числа попаданий в i - й разряд jfpi отне
ся его к J/pi а для гистограммы в целом - сумму квадратов откло
нений

/f * (nL -У й ) 2 * (p t - P i ) в
Г = А  — :----- — 5 .—  (4-7Ji=t jfpi i-t Pi

Величина случайная и нас интереоует ее распределение. К.Пирсон
показал,что при больших j/  закон распределения практически 
не зависит от вида функции распределения f  (л) и от объема выборки 

а зависит только ст числа разрядов К При этом с ростом1 
j/ он асимптотически приближается к распределении Пирсона, извес
тному как"распределение X 2 • плотность которого, если положить

U = X 2 определена для положительных значений и О и име
ет вид f см. раздел 8 .10 /

. а

f (u) =  *7Ц) $  e *>u € (0>°°} ( 4 ‘ 8 )

где г - число степеней свободы.
Это объясняется тем, что при большом объеме выборки и/ и таком 
разбиении интервала ее значений на разряды, чтобы для каждого раз
ряда выполнялось условие Pi ^  ( частота /7/ определяется 
гольтам числом независимых событий / попаданий в i - й разряд /. 
так что ее распределение приближается к нормальному. Распределение 
яе Пирсона известно как распределение суммы квадратов независимых
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нормальных величин. Однако число степеней свободы в данном случае 
меньше Л£ Это связано с тем, что на относительные частоты нало
жены независимые условия / овязи /. Непременным условием всегда дол
жно быть н

L  P t - i
i - 1

Если теоретическое распределение подбирается так, чтобы <jc> -Jt 
то это означает введение условия

£ *L pi =  <■*> 
i=(

Так же можно ввести при необходимости условие равенства теоретичес
кой и выборочной дисперсий и т.д. Если на значения/э/’' I = 1,2„..,£ 

наложено 6 связей, тс число степеней свободы соответственно 
уменьшается и будет равно

Г = /с - 6  (4.9)

Таким образом, при условии » /  для всех i = 1,2,..., /с ме
ра расхождения /£е теоретического и эмпирического распределений 
распределена по закону, близкому (4.8), с числом степеней свободы, 
определяемом разностью /4.9) Этот вывод позволяет рассчитать, на
сколько вероятно с точки зрения гипотезы Но отклонение эмпириче
ского распределения значений выборки от предполагаемого теоретичес
кого, то еоть с какой вероятностью полученная выборка может соответ
ствовать гипотезе И о

Распределение ]L 2 табулировано, поэтому при заданном Z мож
но, пользуясь таблицами, легко определить вероятность превышения ме
рой jLz любого заданного уровня. На Э'гсм построен критерий- 
оценки согласованности теоретического и статистического распределе
ний. Его схема такова:
- определяется мера раохоадения распределений %е ;
- определяется число степеней свободы г ;
- по таблице находится вероятность тсго, чтс полученное значение ме
ры может быть превышено за счет чисто случайных причин; если

эта вероятноств р  велика, тс расхождение вполне можно объяснить, 
исходя из гипотезы Ив поэтому гипотеза принимается; если же ве
роятность мала, то гипотеза отвергается: считается, что расхождение 
слишком велико и указывает на неудачный выбор теоретического распре- 

1 деления.
В соответствии с этой схемой назначают достаточно малую вероят-



ность ы, - уровень значимопти. полагая, что при р  < Ы. ообытие 
о такой вероятностью практически невозможно встретить в единичном 
испытании. Из условия о о

с< = J f(u )du
ft

рде f ( u ) — плотностъ вероятности 4,8 находят критическое зна-
чение Хи '■ при О $  гипотезу И о принимают, при

_ отвергают.Критическое значение иногда называют 
также доверительной границей. а вероятность/-^*- доверительной веро
ятностью.

Заметим, что все же мера %. лишь асимптотически при -v ■“ 00 
следует распределению Пирсона, то есть оценки справедливн при боль
ших объемах выборок. На практике обычно считаетоя^достаточным, если 
для каждого из разрядов выполняется условие J^pi S ’ Если 
в некоторых разрядах это условие не выполняется, то их следует объе
динить с соседними,

4.6. Задачи

1. Ошибки 500 результатов измерений дальности до цели радиодально
мером приведены в таблице.

интервал (h'L) , м. —25;—15 -15; -5 -5; 5 5; 15 15;25
число ошибок в 
интервале f/z/J 50 130 200 100 20

относительная час
тота ( р£) 0,10 0,26 0,40 0,20 0,04

Требуется: а/ построить гистограмму относительннх частот р * № j и 
эмпирическую функцию распределения F  (л) ошибок измерения двльно- 
сти; б/ аппроксимировать выборочное распределение с помощью норма
льного закона; в/ пользуясь критерием согласия %S с уровнем зна
чимости oL = 0,01, проверить согласованность теоретического и эмпи
рического распределений.

Радение, а/ По условию число интервалов К =5, а длина интервала 
А. = 10 м. В соответствии с изложенным в разделе, 4.2 строим гис

тограмму и эмпирическую функции распределения графики которв
соответственно изображены на рис.4.1.Я.
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i
I

чг
I— I

- is  -ts

F*W
■ - л

J___L
/S'AT IS

P u c  ./(.la

б/ Определим выборочные среднее и дисперсию ошибок дальномера 

2  =г£ а  1рг =■ -SO-О, / - /О ’0,2В- 0 • 0,40 + /О • 0,20 +
1 ' Г  + !0 -0 ,04 = ( , 8 м  :
6 3 = L  = .98,76 м*

1=/
где О-i -  середины интервалов.
Тогда выражения сценок плотности вероятности и функции распределена 
будут иметь виц  ̂ ц>>*/

f w =  £
-(х + /,е)*/2 -$8.?б

т/ёж1Ш е>г 

F U ) = J J ( * ) d *  = ф ( ^ А 1 ) , 

г  х*
где ф(г) =  — f р 2otx -интеграл вероятности.

в/ Для определения меры расхождения (4.7 > необходимо вычислить веро 
ятности _ _

л  ’
где Jt; , Ж i +/ - границы с -ого интервала , а Ф (*) находится 
по таблицам для интеграла вероятности / см. Приложение /. Так, на
пример, для четвертого интервала ( 5;15 ) имеем

Ра = Ф( *- f>8 \ 20/ 29,93 г 9,93
Результаты вычислений остальных вероятностей сведены в таблицу

Л., м. k сл V ь* - 1 5 : - 5  1 - 5 :  5 5; lb I 15: 25

' Pi 0,0821 0,2818 | 0,3794 0,2012 0,0417
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Подставив соответствующие значения в формулу (4.7), получим расховде-

Xе -L (Pi ~ ~ W = 3. W
i- 1 Pi

Оценочными значениями заменены два параметра нормального распределе
ния. Поэтому число степеней свободы Z =* S'-2 - t -  S Из таблицы ра
спределения / ом. Приложение / при г = 2 и U. = 0,01 находим

Так как = 9 91 то гипотезу о том, что ошибка из-
л ’ г;и

мерения распределена по нормальному закону, можно считать правдопо
добной.

2, Испытания 200 радиоламп па их срок службы дали результаты, приве
денные в таблице

срок
служб»

300-4CG 400-500 500-600 600.700 700-800 800-
900

900-
1000

1000-
1100

1100-
1200

л ; 1 9 18 33 40 52 29 14 4

Требуется: а/ установить теоретический закон распределения срока 
службы радиоламп и найти его параметры; б/ написать выражения для 
плотности вероятности f(J?) и функции распределения F(jc) ; в/ поль
зуясь критерием ^  , установить, осгласуются ли данные испытаний 
с гипотезой о распределении случайной величины по избранному теоре
тическому закону.
Ofвеу: а/ Закон распределения нормальный с декаметрами 

£ = 7 841. &й^2ВШ %& $ * /63,8 г,
в/ Согласуются.

3. Составить подпрограмму нахождения наибольшего и наименьшего эле- 
кентов выборки, размаха выборки.

4. Составить подпрограмму для построения гистограммы абсолютных 
частот выборки.
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4.7. Моделирование и статистический анализ 

выборочных значений

Этот раздел содержит описание лабораторной работы, выполняемой 
на ЭВМ, цель которой - на основе численного эксперимента дать пред
ставление о задачах моделирования случайных величин и о методах ста
тистической обработки выборочных значений. Работа выполняется с при
менением диелого-вьгчислутельного комплекса, включающего микроЭВМ 
видеотерминал и память для хранения программ / накопитель на магнит
ных дисках и т. п. /. Предыдущие разделы содержат необходимые для 
выполнения лабораторной работы теоретические сведения, а включенные 
в них задачи представляют в разных вариантах все этапы численного 
эксперимента и позволяют спланировать работу как небольшое исследо
вание, выполняемое по определенному заданию. Приведенные базовые 
программы ориентированы на входной язык Бэйсик, но могут быть просто 
реализованы на других близких языках / КвэПсик, Фортран /. Их текст 
призван помочь в составлении рабочей программы, разработка которой 
- задача каждого, кто приступает к численному эксперименту. Вместе 
с тем приведенные программы в целом можно использовать непосредствен
но как один из вариантов рабочей программы.

4.7.1, Задание к работе

1. Используя функцию РА/Л (х) в качестве датчика равномерно рас
пределенных на интервале чисел имитировать с помощью задан
ного преобразования выборку объемом W значений | y j случайной ве
личины.
2. По этим отсчетам вычислить выборочное среднее значение

/ и/

У я 7? hJ*
Ч дисперсию jS

3. Сравнить у и S 2 с теоретическими значениями < lj> и , 
полученными из вида распределения. Объяснить причины возможных рас
хождений.
4. Рассчитать гистограмму частот полученной выборки.
‘5. При уровне значимости Ь% проверить по X-2 - критерию согласие



получетшх данных с имитируемым законом распределения.
6. Интерпретировать полученный результат.
Варианты:

1. y  = Л = ? 0 0 -

2. у = - 2 £а\: , .V = 2 0 O.

3. /~2 1 пъ , j/~ 2 0 0  

/г
4. У ” Z. 'fj ^ —30

J"* /г
5t Lj  ̂2 { L. ^j  ~6) **/-30.

/2

6. L Sy
j~‘____

7. у  = ̂ .2(п^\ $ia23r$s j/=/оо

8. у = -/ - 2 Ел со<52зг^2 , V =  2 0 0

9. у  = т/-<? А *  £ о/= 2 0 0 .
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4.7.2. Форма отчета

Отчет по работе должен содержать:
- задание к работе;
- программы для заданного варианта;
- результаты расчета выборочных и теоретических средних значений и 
дисперсий;

- гистограмму статистического распределения и график теоретического 
распределения;

- расчетное значение и оценку соответствия статистического и те
оретического распределений.
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4.7.3. Ооновные базовые программы

Моделирование распределения Рэлея

Подпрограмма (1000-1O5DJ моделирует N отсчетов случайной вели
чины У  и заносит их в маооив У(М) ■

REM  РЭлеЙ  
1Ф1Ф FO R  1=1 ГО N \  В « 6M D(Ф)
гфзф г (г)- sqjH lo0(/ /(z*-m
1ФЗФ N E X T  I  
M S  О RETURN

Вычисление алементарных отатиотик

Подпрограмма (100-170J вычисляет среднее значение М и дисперсию 
D  выборки объема N случайной величины У занесенной в мас- 

оив УШ)
/РФ НЕМ СРЕД НЕЕ ,  Д  ИСРЕРСиЯ
НФ М*Ф\ Л ~ Ф
иф FOR T - t  ГО N\M = M+ У (I) \ N F xri
(ЗФ М = М/Ы
Н ф  F O G  /  = / ТО N \ X = Y ( T ) - M \ D = L  + X"-X\NE-Xr Г  
if-ф D-DftN-t)
16Ф PRINT "СРЕДНЕ? М="М, "ДИСПЕРСИЯ 
(7ф RETURN

Определение максимального и минимального 
элементов выборки

Подпрограмма (200-299) определяет максимальный Yl и минимальный 
Уф элемента выборки У (N) размах выборки W^yZ-УФ и длину под
ынтервала HmWftt при числе подынтервалов U

Ш  R E M  MAX M I N
г/0 Y0~Y(/)\Yf = Ylf)
22 a FORI=e. гь N\T~y(I)
Ы 0  J F  Т>  Y f  T H B N  Y f=  T  
гьФ i f  г < уф г н е м  УФ -  т  
25ф NEXT I
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260 W* Y i - / 0 \ H = v!/K
27tb PRINT " У MIN = ГФ=" УФ . "ГМ X = //=* Yt
эеф PHI NT '' РАЗМАХ ВЫВОРКИ W="W,

НАЛИНА ИНТЕРВАЛА И =“ Н 
299 RFTUDN

Построение гиотограмш частот группированной 
выборки

Подпрограмма (40(9-5401 определяет частоты С-(Г) _ количество 
элементов выборки, попавших в J - й интервал, 1 £ (f , И ) ; печата
ет гистограмму частот, номер интервала I  ; левую и правую границы

Т -ого интервала; частоту &(1 )

400 RFM гистограмма
t/to FOP /=/ TO H\&ll)=$\N£XT т
420 FOR J= f TO N \ 1  = 0
439 Y0
444) T = I*i \ В - 3  +H
45ф I F  Y(J) > = 3  THE~N 44Ф
Ьбф e a )  =g (i \ » i
1/65 NFXT J
47Q B=Y0
4 8Ф FOG l= t TO H\Yt=B \G-t= 6-(D\ 8  = В -i-Н
49ф PRINT aГРАНИЦЫ " Т'-ОГО ИНГеРЬАЛА

77 В . " ЧАСТОТА С-("1%“С
500 IF  C-t= Ф THEN &3ф
520 FOP J=t ГО Gt\ PR IN Г " I \ N fxr J
?3ф PAINT“ • \ NBXTI
5 4 If neruPN

Проверка согласия по -критерию

Подпрограмма (ЗЩ-370) расчета значений предполагает, что 
тег’-гтичесп-е вероятности попадания в кааднй из Н разрядов изве-
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стны и записаны в массив Р(к)
Ч [G r(l)-N P m f  

". NP(T)

30а REM ХН - КВАДРАТ
и ф  p r i n t "уточненное число интервалов r "̂;\inPu t k
320 FOR Г = / то к  \ PRINT "PI"I  “) \IA/PUT P(I) \ NEX Г I
ЗЗФ X8=0
34Q FOR I=t TO K\Nt = N*P(I)\Gt~G-lI)-N{
Ъ5Ф X 2 ~ xS + G-t t /Nt \NEXT Г
360 PRINT uAH - KBAAPAT XS~" X2
37 f RETURN

1Ф HIM ftS M ) , &-13Ф) P(t0)
24 RANDOMIZE
3d PR TNT " ОБ ЪЕМ ВЬ/бОРИИ N * \ INPUT N
3S <20 SUB /ФФО> \ REM И0АЕАМР06АНИЕ
4Ф PRINT "ВЫБОРНАЗНАЧЕНИй СЛУЧ. ВЕЛИЧИНЫ* 
J,S FOR /=* t-TO N 1 PRINT I ,  YU) \ NEXT Г
fd> G-OSL/B t00 \ REM CpEAHEE. А  НСПЕРСЫЯ
60 PRINT" ЧИСЛО ИНТЕРВАЛОВ H " i\ TNPUT ft 
7ф SOSU& 200  \ REM MAXMIN

9Ф 6-0 SUB 46Ф \ НЕМ ГИСТОГРАММА
9Ф G-O SUB 300\RE'M PPO&EPUA гипотезы

99 STOP

Главная программа



4.8. Методы оценки параметров распределений

Пусть вид закона распределения известен, но его параметры необ
ходимо определить на основе экспериментальных данных. Число опытов 
всегда ограничено, и потому значение параметра, рассчитанное по кон
кретной выборке, всегда содержит элемент случайности. Но и оценку 
параметра по имеющейся выборке можно построить разными способами и 
получить при этом различные результаты. Возникает вопрос, каким 
оценкам отдать предпочтение, какие из них ближе к истинному значению 
параметра.

В каждой задаче понятие "близость" может иметь сеой  смысл, его 
необходимо конкретизировать, исходя из условий и цели исследования, 
то есть сформулировать критерий качества оценки. Выбор критерия ка
чества определяет метод построения оценки. Рассмотрим кратко методы, 
которые в прикладных задачах используются наиболее часто.

4.8.1. Метод моментов

Можно доказать, что выборочные моменты являются состоятельными 
оценками соответствующих моментов исходного распределения. На этом 
основан метод моментов. Его исходным условием, определяющим оценку 
неизвестных параметров распределения, является равенство нескольких 
выборочных и теоретических моментов.

В некоторых распределениях момента низших порядков выступают не
посредственно в качэстве параметров. Например, экопоненциальное ра
спределение

е<л> • е io>

имеет единственным параметром математическое ожидание <л  > Прини
мая за оценку <л> выборочное среднее Л можно приближенно 
восстановить плотность распределения в форме

-Л
-L е Л , л*< о .°о )  
s

Параметрами нормального распределения являются математичеокое 
ожидание < Jt> и дисперсия С 2 Их оценка статистиками

- 7 4 -
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•Л и вг=

также позволяет приближенно, но полностью определить плотнооть рас
пределения.

Чаще воего функциональная зависимость моментов распределения от 
его параметров носит более сложный характер.

Пусть исходное распределение также имеет два неизвестных парамет
ра и В} Укажем их явно в обозначении плотности вероятности, 
записав ее в виде

и обозначив соответственно моменты

По имеющейся выборке рассчитаем выборочные моменты 
, п __ . п.

и составим систему уравнений

< л I в , ,8г >~ £  ;

< л г19,.83> = Jp
А  А

Ее решение определяет оценки неизвестных параметров 8 / и Вг ко
торые являются функциями выборочных моментов и, следовательно, функ
циями всех выборочных значений

St ,=  (Л/г ЛS • • "  » ) >

вг = 4  ( л , , л 3 , . . . , л п )
При оценке U неизвестных пареметров следует приравнять выборочные 
и теоретические моменты от первого до К. -ого порядка включительно 
и из получившейоя системы уравнений определить оценкиб 
Оценки по методу моментов состоятельны, асимптотически / при увели
чении объема выборки / несмещенные, причем распределение их асимпто-
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ачески нормальное о дисперсией, убывающей как Преимущество
метода моментов - сравнительная простота его применения, поэтому он 
часто используется на практике. Однако, вообще говоря, оценки по ме
тоду моментов неэффективны.

4.8.2. Метод наименьшей апостериорной дисперсии

Критерий качества оценки, лежащий в основе этого метода, опреде
ляется требованием наименьшей апостериорной диспероии оценки парамет
ра распределения. Прежде чем записать это условие математически, не
обходимо пояонить несколько понятий.

Будем рассматривать неизвестный параметр 8  как случайную величи
ну, принимающую в различных опытах в зависимооти от условий их про
ведения разные значения. Плотность ее распределения /IS) назовем 
априорной плотноотыо вероятности. В проведенном экьперименте реали
зовалось одно из возможных значений Р и при атом зафиксирована 
выборка JLn которую для краткости обозначим X
Запишем совместную плотность вероятности JC и В в двух формах, по
льзуясь теоремой умножения вероятностей

flJt.B) =f(TlB) f(B) =fteil) f(J) (4.11)

Дня выборки JT условная плотность^*/#/ характеризует ее правдопо
добность при фиксированном значении В Функцию^ТУв^ называют 
функцией ппятагоподобия выборки I  . Вид ее известен, так как факти
чески это плотность вероятности закона распределения -Г в котором 
нужно определить параметр Q Если априорная .плотность /(в) изве
стна, то априорная плотность вероятности f(JT) может быть найдена 
интегрированием

j f m m t B M  - / т  |1Л2)

Условную плотность ) называют апостечиопной. поскольку она
учитывает исход эксперимента и, следовательно, дает более точное 
представление о возможных значениях в чем. до-опыта. Через функ- 
-Ц'к правдоподобия выборки и априорную плотность вероятности в она 
б ь. 'ауается следующим отношением

f lB  I?) =   ----- -------  (4.13)
Jf(JtlB)f{B№



л
Естественно искать такую оценку $(Jt) параметра д чтобы 

апостериорная дисперсия

в ?  = [ is -S & i]*  f t e W d sв J  л
была наименьшей. Приравняв нулю производную дисперсии по 8  по
лучим выражение для оценки, удовлетворяющей этому условию

e (2}= Je f(B H )d B  = <& !?> (4.14)

- это апостериорное среднее значение параметра 6 при вычислении 
которого нужно воспользоваться (4.13).

Недостаток метода в том, что он часто требует сложных вычислений.

- ? ? -

4,8.3. Метод максимальной апостериорной вероятности

В результате проведенного эксперимента получена выборка значений 
Ла , . . . ,  л  п. ) Какое значение неизвестного параметра 9 с 

наибольшей вероятностью соответствует этой выборке? Этот вопрос оп
ределяет формулировку еще одного критерия качества оценки Q ( л ) - 
критерия максимальной апостериорной вероятности.

Закон распределения случайной величины Ji в котором нужно оп
ределить параметр Q , нам известен, то есть известна функция прав
доподобия выборки J ( jТ/В) Если также известна априорная плотность
вероятностиj ( 9 ) то по формуле (4.13) находится апостериорная 
плотность вероятности f(Q  /Ж) Возможно также, что вид ее известен 
заранее или может быть определен из других соображений. л

Выберем в качестве оценки случайного параметра то значение В 
для которого при заданной выборке X апостериорная плотность веро
ятности {(8 /л) максимальна. Это значение является решением уравне
ния

d f le t l )
ве л S  (4.15)

в = 6 (х)
и зависит от данных выборки*? Часто уравнение (4.151 записыва

ют в иной форме

=  о ,d£n.f( 8 /1 } 
дВ в=6 (х)
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пользуясь тем, что логарифм - однозначная и монотонно возраотапцая 
функция аргумента.

Если исходный закон распределения содержит <е неизвестных пара
метров Вг,..., 8ц то их оценки § .,§ н (л) опреде
лит решение овстемы уравнений

и.161
bBi

4.в.4. Метод максимального правдоподобия

Критерий максимального правдоподобия требует, чтобы оценка пара
метра $Ус) была тем его значением, для которого имеющаяся выборка 
З с(лг,л 3 , ...,лп ) является наиболее вероятной, то есть наиболее 
правдоподобной. Основным уравнением метода максимального правдоподо
бия является равенство нулю первой производной функции правдоподо
бия

dftfje) | _0 д £n.f(J!в)\ = о
Эв \В’ в1П илл 99 \в*9<?)

Решение этого уравнения при одном неизвестном параметре В опреде
ляет оценку В(Т) как значение, при котором функция правдоподобия вы
борки достигает своего абсолютного максимума. Если неизвестных пара
метров К то вместо (4.17) необходимо решить систему уравнений

= 0 , i= t.z...и
ddi (4Л8'

л  ^  А  А  ^

и за оценки В,(л), Вг(ЗГ)г .. ,5 9ц (л) принять координаты абсолют
ного максимума.

Уравнения (4.17) и (4.18) называются уравнениями ггоавяотголпбия.
Сопоставим уравнение правдоподобия (4.17) и уравнение (4.15J ма

ксимальной апостериорной вероятности. Часто на практике априорная пло
тность вероятности остается неизвестной и ее полагчот слабо изменя
ющейся на интервале возможных значений параметра В Естественно, 
пренебрегая при зтом значением производной Q в окрестности
искомой точки В - В(£) приходят к тому, что уравнения
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практически совпадают, то есть оценка параметра по методу максимума 
апостериорной вероятности оказывается близкой к оценке по методу 
максимального правдоподобия.

Метод максимального правдоподобия широко используется в практи
ческих задачах. Он имеет ряд достоинств: его оценки при довольно об
щих условиях являются состоятельными, асимптотически нормальными и 
асимптотически эффективными. По сравнению с другими асимптотически 
нормальными оценками они имеют наименьшую дисперсию. Этот метод наи
более полно использует данные выборки об оцениваемых параметрах, по
этому он особенно полезен в случае малых выборок. Вместе с тем, при 
конечном объеме выборки оценки могут оказаться смещенными. Недоста
ток метода в том, что он часто требует сложных вычислений.

Оценки параметров в  IX ) закона распределения, рассмотренные в 
предыдущем разделе, называются точечными. Их значения в определенной 
мере случайны, так как они вычислены по конкретной выборкехЙ’/^-^я), 
и потому имеют случайные отклонения от истинного значения 0 Во 
многих окспериментальных исследованиях важно не только дать оценку 
неизвестному параметру распределения, но и указать точность этой 
оценки, охарактеризовав ее расоеяние. Важнейшими характеристиками 
качества оценок являются их диспероии, с ниш связано понятие вффек- 
тивности оценок, которое было введено и уже обсуждалось в предыдущих 
разделах. Здесь мы рассмотрим несколько глубже это понятие. Точность 
оценки принято также определять величиной доверительного интервала, 
указывающего область, в которой предположительно должно находиться 
истинное значение параметра, при этом соответствующая этой точности 
надежность оценки характеризуется доверительной вероятностью.

Среди несмещенных оценок неизвестного параметра распределе

4.9. Точность и надежность оценок
А

4.9.1. Потенциальная точность и эффективность 
оценки



ния в желательно выбрать ту, которая имеет наименьшую дисперсию, 
то есть аффективную. Возникает вопрос, какова минимальная дисперсия, 
ограничивающая точность оценка неизвестного пареметра по любой вы
борке объема П. ?
Определим дисперсию оценки по какой-либо выборке объема п по
лученной при фиксированном значении параметра 6  следующим выраже
нием

6 ?  = <{в(*)-8\г/9> (4.19)
9 л J

учитывая, что Qi-x) - несмещенная оценка в , то есть ее среднее 
значение равно

< 6 (f)iB>~ Jhf)j(JTl9)i*?)=e (4 20)

Выполним дифференцирование выражений, входящих в (4.20), по параме
тру $ в результате получим

- 1 0 -

J § { 2 ) ш I

Это равенство можно записать в насколько иной форме

' JG  
дб/ [ $ ( ? ) - 6 } = 1

пользуяоь тем, что

]&  =  a f e J / d  !в)ШТ\ -  о ,

или же в следующем формально преобразованном виде 

/ [  В (Л  -  В ] — П£ Х Ш) f(H9) (CLl) =  t  

Отсюда по неравенству Коши-Буняковского

J[в(Я-в f f(l/8)(df)Jl /
ми, учитывая (4.19), приходим к нераьенству Кпамепп-Ряп

g _______ /__________________ 2

 ̂ ЪЕп !BhS I R > =  ̂ §9ip<p (4.21)

dQ



определяющему нижнюю границу дисперсии несмещенной оценки, или дис
персию аффективной оценки &g9ifX/>, через среднее значение квадрата 
производной по параметру & .от логерифма функции правдоподобия. В 
теории информации величина

г d t n f a m , *  v
№ - < [ — &  J l9 >

называется количеством кнФошации / по Р.А.Фишеру / о параметре в 
содержащемся в одном наблюдении. Заметим, что

н и  З и м * * »  .

Выполнив интегрирование по частям, получим 

_  д 3£ п /(TIBI
M B )  — j p  & * ) • - <  — ф  'в >п т = - jf(*.

Эго позволяет записать неравенство Крамера-Рао в иной форме

>---- -Г— .-------- = о* (4•22,9 , дЧп Jtfts>lin ч вэ<р9
д в *  1

Если среднеквадратическое отклонение^ оценки принять за меру 
точности, то &$Э(рф определяет потенпгальную точность несмещенной 
оценю', построенной по выборке объема п

Нгзовем э^Ьектгвностью оценки QlJ- ) отношение дисперсии эффектив
ной оценки к дисперсга оценки, построенной в конкретной з а д а ч е :

ЭфЪектквность оценки равна ед.датае, когда оценка эффективна. Две эф
фективные оценки одного и того же параметра совпадают почти наверное 
при каждом в

Многомерный аналог неравенства Крамера-Рао, когда распределение 
имеет несколько неизвестных параметров, определяет нижнюю границу 
корреляционной матрицы ошибок несмещенных оценок через та* называе
мую информационную матрицу Фишера f 3 , 6  ], элементы которой равны 
средним значениям частных производных второго порядка по оценивае
мым параметрам от логарифма функции правдоподобия. Изложение этого 
вопроса можно найти в f в ]
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4.9.2. Доверительный шпорвал и доверительная 

вороятнооть

В эксперименте получена выборка измеренных значений £■ 
для случайной величины, распределение которой по виду известно, но 
содержит неизвестный 'параметр 8  По выборке построена точечная 
оценка &(3t) Необходимо знать вероятность р того, что при дан
ном объеме выборки П отклонение оценки § ( л )  от истинного значе
ния в не превыоит границ

-£, < 9 -9 1 * )< £ г £, £ 3 > 0

Эту задачу сформулируем в иной| постановке. Назначим некоторую близ
кую к единице вероятность р  такую, что событие с вероятностьюр 
можно считать практически достоверным / например, р  = 0,9; 0,95; 
0,99 / и найдем интервал

( в ( Л - £ ,  $ & + £ г )
в котором с вероятностью р  будет заключено истинное значение пара
метра Q Такой интервал называется доверительным интервалом. 8 
соответствующая ему вероятность р  - доверительной вероятностью. 
Разнооть Ы. = f - р  называют уровнем знато.юсти. Эта величина опре
деляет вероятность того, что отклонение оценки от истинного значения 
окажется чрезмерно большим и доверительный интервал не "накроет" ис
тинного значения. Если доверительную вероятность выбирают близкой 
к единице, то уровень значимости имеет малое значение. Часто oi оз
начает ту вероятность, которой практически при проведении единичных 
экспериментов можно пренебречь. Доверительная вероятность назначает
ся с учетом тех требований, которые могут предъявить к надежности 
оценки возможные приложения. Ее выбор не связан с условиями или ка
кими-либо конкретными данными эксперимента.

Доверительный интервал можно найти только в том случае, если из
вестно распределение оценки §  (3) или же какой-либо другой статисти
ки, которая связана с §(Jt I функционально и зависит от нее непре
рывно и монотонно. „

Если извеотен закон распределения оценки 6  (л) ,то расчет границ 
доверительного интервала относительно прост. Покажем это на следую
щем примере.

4.9.3. Оценка среднего значения нормальной величины 
с известной дисперсией



Пусть произведено /г независимых измерений и получена выборка 
Л  ... ^л) Известно, что случайная величина распределе
на нормально с дисперсией G[z По полученной выборке необходимо 
оценить среднее значение < jc >

За оценку <л> примем выборочное среднее 
{ * 

п 1=/
распределение которого является нормальным оо орадним значением 
<£> » <*> и дисперсией

<(J-< ji>)t> = 1 ■ < £  (*г~<л>)*> = 5* 
П.‘ /* / Л

Здесь учтено, что •£/, , а л статистически независимы. Поотро-
им выборочную статиотику - нормированную ошибку оценки

U  * ± - <JC> (4.23)
6 jL

имеющую стандартное нормальное распределение с параметрами <и> * 0  
и вif*/ . и определим такие значения U - квантили U * и 

i l f для которых *

Р ( Мы < U < U. а) = р = j-oL 
г г

Поскольку нормальное распределение симметрично относительно и =0  
то

U* -  - U
1  г,Поскольку статистика U связана о «Д по формуле (4.23), то из 

неравенотва
Uu < U < U f _^ 

следует неравенство, определяющее доверительный интервал

’  г JR 2 т
Квантиль Uf_& стандартного нормального распределения, определяе
мый уравнение^
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находим по таблицам для интеграла вероятности / ом. Приложение /.

4.9.4. Оценка среднего значения нормальной 
величинн при неиэвеотной дисперсии

Чаото распределение оценки определено не полностью, часть пара
метров остаются в нем неизвестными / например, в предыдущем примере 
может оказаться неизвестной дисперсия 0^* /. При большом объеме
выборки значения неизвестных параметров можьо приближенно заменить 
их оценками - выборочными статистиками и таким образом грубо опре
делить границы доверительного интервала. Однако этот прием неприго
ден дня малых выборок. Иногда^ удается построить статистику, функци
онально связанную с оценкой Ш )  но имеющую известное распре
деление. В 9том случае расчет границ доверительного интервала оцен
ки предполагает вначале расчет границ соответствующего интервала 
для вспомогательной статистики, а затем о учетом функциональной за
висимости статистики и оценки - преобразование его в искомый интер
вал. Этот прием хороню разработан для нормальных случайных величин. 
Рассмотрим его вновь на примере оценки среднего значения.

Пусть для нормальной случайной величинн необходимо оценить 
среднее значение< л  > по выборке независимых значений.?^.,
Дисперсия GJ также неизвестна.

Определим выборочное среднее и выборочную дисперсию

/ Л  i t -  1

Л А/ л  '*=/

Примем иг за оценку<.л> Распределение £ нормальное, <л> =
= <■•*> . не дисперсия его не может быть определена, так как 6J  
неизвестна. Для заданной доверительной вероятности р  нужно ука
зать такое £>О чтобы P ffJ?-<л>\<£) *=р-

Построим статистику - нормированную ошибку оценки

(4.25)
U

отличающуюся от (4.23) тем, что для нормировки использована выбороч
ная статистика S  поскольку неизвестно. Статистика t  яв
ляется отношением нормальной случайной величины ** <Jci тЛ7

GJ Г'
с нулевым средним и рдиничной диспероией и случайной величины S/Qt
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распределенной как t j - f) причем имеет (л /) сте
пень свободы / см. раздел 8 .10 /. Такое отношение распределено по 
закону Стысщента с (п -f) степенью свободы / см. раздел 8 .11 /. 
то есть его плотность вероятност!' имеет вид

f i t )  - ■  ...     I f*  ) /£ (-сю, оо)'jjrin-OT (—) n~f
где^ Г(z) - гамма-функция. Для статистики t  интервал, соответ
ствующий искомому доворкт&иному интервалу, определяется условием

P (li\ < jl/ n ) = р .

Обозначим /_ = -f/Л и определим его из условия 
tp tp
J  = 2Jf(t)dt = p .

-tp  о
Число tp назнвается коэффициентом Стьпдента. для него составлены 
таблицы в зависимости от доверительной вероятности р  и числа 
степеней свободы.

Так™ образом, с вероятностью р  среднее значение < х > будет 
заключено в доверительном интервале

Л __ <*
x - t p  —  < < • * > <  t  (4.26)

ia  №
определяемом выборочном средним X , выборочной дисперсией S ! и 
коэффициента» Стьвдента tp

Если закон распределения х отличен от нормального, но объем 
выборки Ц достаточно велик, то распределение JT согласно цент
ральной предельной теореме может быть близким к нормальному, a S - 
к распределению Пирсона, и тогда опиоанный способ можно также приме
нить к оценке доверительного интервала для <л >

4.9.5. Оценка дисперсии нормальной случайной 
величины

у
В качестве несмещенной оценки дисперсии нормальной случайной ве

личины X по выборкеагУ.*/,-*},...^^выберем



-*e-

s * ~ j — £  ( ч - * ) * .  
n - u ~ ,

Дня заданной доверительной вероятности р  нужно рассчитать границы 
доверительного интервала.

Известно, что сумма квадратов /г независимых случайных величин, 
каждая из которых имеет нормальное распределение с нулевым средним 
и единичной дисперсией, распределена по"закону X1 0 / 1  степенями 
свободы.

Если 6“2 - диспероия случайной величинн J! то диспероия
каждой разности ( - * £ )  входящей в выборочную статистику J

равна A i /  & 3 / см. 4.4 /. Следовательно, если ввести норми-
Л

ровку каждой разности на б"/-fft. , то величина

(4-27]

будет иметь "распределение X* с П степенями свободы. Плотность 
распределения такой величины / см. 8 Д О  /

j
е *  и е ( 0 ,о<>)

f (u )~ 2 Г (§)№

С вероятностью р  значение U = будет принадлежать интервалу 
) если его граничные значения выбрать из условия

I . f(u)cLu =»/>.
-г £*

"Закон JL " несимметричен относительно среднего значения. Поэтому, 
чтобы не было неоднозначности в выборе чисел £ f  я Xg усло
вимся выбирать интервал между ними так, чтобы вероятности выхода 
величины U за пределы интервала вправо л влево / заштрихованные

площадки на рис. 4.2 / были бы 
одинаковы и равны половине уровня 
значимости, то есть

* /
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О О cLJ  f /u ) t tu = = 2

t i, n ^2 j 2 2
Значения ]Lr и равны квантилям U-*/s = A  / Uf - tYs= Хг
"распределения j iг " и  могут быть найдены по таблицам / см. Прило
жение /. Тогда с учетом (4.27) доверительный интервал для дисперсии 
С! при ее оценке по выборке объема определится следующим нера

венством „О „ О

л А  <
X ? Хг (4.28)

4.10. Задачи

1. По выборке J T ^  методом моментов оценить параметры 
гамма-распределения.

Решение.
Гамма-распределение имеет плотность вероятности / см. 8 .6  /

fu \ =  — —  ( ■ £ ) * ,J(  ] jbrfan - / ) ' # 1 •
зависящую от двух параметров Ы. > - / J&> О Математическое
ожидание и дисперсия гамма-распределения равны

<JL> ={<£+1)fc ; = (<*
По имеющейся выборке -£ найдем выборочное среднее и выборочную 
дисперсию

£ и ,
>L L а / l = t

Приравнивая моменты распределения <<*> и б-* к двум найденным 
статистика»», получим систему двух уравнений

;  Ы + <)/>* =6 *
из которой находгм оценки для параметров cL и Jb



- и -
л , - .  t £ J  Л  . . .  < *

J 5 U ) = J

2. По выборке независимых значений Х(Л-,,Лг Jtn ) методом макси
мального правдоподобия найти оценку диспероии нормально распределен
ной случайной величины JC если среднее значение <Л>=0

Обозначим неизвестную дисперсию б а Поскольку значения dr/, ,, 
.., Л.л  статистически независимы, то функция правдоподобия выборки

/ ” 2в* U, *
/(Х/О*) =у Ж)Ма п *

Запишем уравнение правдоподобия

ci t n f i Z  Ю 3) _ d

dtcri) BcL(o»)\z s e ‘

+ J — L * i = o  
2G2 2Cr*i=t

Его решение определяет оценку 6  s

обеспечивающую максимум функции правдоподобия для данной вчборки.

3. Плотность вероятности случайной величины и.. имеет вид
. Г1а +$) а.,,

f( jc )=  -------------   U - M
Па) ПН

О < X < / I / бета-раопределенке /, 
Вычислить по методу моментов оценки А ъ 6 паррметров распре
деления Л и /
Ответ:

Л

а * г т - L  *■{/- * , - з г 1
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4. Определить методом максимального правдоподобия оценку параметра 
р  биномиального распределения

Рп (к) =Сп Р М(*-Р)П
если в f lf независимых 1<спытанйях событие А появилось /п, раз и в 
П.2 независимых испытаниях - т 2 ррз.

Ответ: £  _ ( т/  + mg)/(n/ ~/is)

5. Вы£Зоркя объемом п извлечена из совокупности с показательным 
распределением _ j  .

/ и )  = л е  л  >о
А

Найти оценку Л  максимального правдоподобия для параметра Л
0твет: X  = //<*>

6. Средняя квадратгческая ошибка радиовысотомера С - (S  
Сколько потребуется такгх высотомеров, чтобы с надежностью О, 9 9  
ошибка средней высота <л> была не больше 30 м., если ошибки радио
высотомеров имеют нормальное распределение, а систематические ошиб
ки отсутствуют?
Ответ: Ре менее двух.

7. Случайны!! радиосигнал распределен по нормальному закону, причем 
его среднее значение неизвестно, а дисперсия 6 ~s = / 6 г Про- 
узведено 100 измерений радиосигнала, по которым определено значение 
выборочного среднего JT = / , f  ё
Определить величину доверительной вероятности р  с которой мо
жет быть гарантирована погрешность измерения среднего значения сиг
нала 8  = 0 , 2  
Ответ: р  = 0,954.

8. Произведено 12 измерений напряжения радиосигнала одним и тем же 
прибором, не имеющим систематической ошибки, причем выборочное сре
днее квадратическое отклонение S случайных ошибок оказалось рав
ным 0 ,6  в. Найти точность прибора с надежностью 0,99.
Ответ: 0,33 в. < б" < 1,24 в.
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4.11. Оценка параметров т  -распределения

Раздел содержит описание лабораторной работы, выполняемой на 
ЭВМ. Она включает моделирование в ы б о р к и л а ) значений
случайной величины, имеющей /п -распределение, оценку параметров 
распределения по полученной выборке и расчет доверительных интерва
лов при заданном уровне значимости, исследование зависимости точно
сти оценок от объема выборки. Базовые программы даны на языке Бей
сик.

4.11.1. Распределение Накатами

При распространении радиоволн в тропосферном канале рассеяние 
на турбулентных неоднородностях атмосферы формирует приходящий к 
приемнику сигнал как сумму большого числа примерно равнозначных и 
независимых слагаемых и придает ему, согласно центральной предель
ной теореме, нормальные свойотва. В то же время характерная для не
однородной тропосферы многолучевость распространения волн создает 
условия, которые можно рассматривать как прохождение сигнала по не
скольким независимым нормальным каналам связи f Н ]  Считая кана
лы равнозначными и принимая их число равным fn , для средней ин- 
теноивнооти регистрируемого сигнала можно записать

г / С 2. < ?  ГТ > Г ГГ . Ч 1 _  V- г (4>29)

где C.J и Sj -  независимые нормально распределенные значения квад
ратурных компонент сигнала в j  -ом канапе с нулевыми средними зна
чениями и примерно равными дисперсиями •
Их оовместная плотность вероятности

„ - J L -
2.Ж&*

при преобразовании / см. 3.5 /

Г 9 ̂  ec*?j ;
[-5/ ̂ -fTjSinjfy (0 ,2иг)

определяет равномернее распределение фазы y>j на интервале 
и экспоненциальное распределение интенсивности j  -ого сигнала



- и -

(4.30)

Учитывая независимость всех tn каналов, получим

/(Т,,1г , . . М =  П Е ^ а 
</'=/

Обозначим чаотные оушы интенсивностейн _

, *= t , 2  m - t ; Z ^ M / n l

и, определив области их значений

£/п^(0 ,°*) » Z-к € ( О , f J ,

преобразуем (4.30) в плотность вероятности

/ ~/cff

пссяе чего выполним интегрирование по всчм Иц ,Мж Л *1 г..,/п- /. 
определяя тем самым одномерную плотность в е р о я т н о с т и 27^ ~ trt I

Zm £/n-t
. 2 <г*

\ГП £

В результате получим

(2 0 *?* (m -t) i
то есть 2- т  подчиняется распределению % г с числом степеней сво
боды 2 т  / см. 8 .10 /. Определим действующую амплитуду сигнала

У = {7 7 2  * l L m /2 rri
Выполнив соответствующее преобразование f[Z /n)d£.fn получим 
плотность ее распределения

s / т . Iт  ifn -/ "
у  1 у * 10’-'  « ■ “ '
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Этст закон представляет собой известное распределение Накатами 
/ т  -распределение / / ом. 8 .7 /. При т  =1 оно переходит в ра
спределение Ралея 13.16).

4.11.2. Оценка параметров методом 
максимального правдоподобия

Параметрами полученного распределения (4.31) являются число т .  
характеризующее многолучевость распространения волн / число незави
симых каналов овяэи /, и дисперсия С2 флуктуаций сигнала в каждом 
канале. Нетрудно подсчитать, учитывая 4.29 что 

/п .

<Уш>яш£,(<Ъ>+<Ъ>)т(тШ'
то есть второй начальный момент выступает непосредственно как пара
метр распределения.

Располагая выборкой экспериментальных данных у  (у,,уг у п ) 
примем в качеотве оценки о * выборочный момент второго порядка

(4.32)
п , i- t

Заметим, что ага оценка, соответствующая-методу моментов, получает-I 
ся также методом максимального правдоподобия. Действительно, полагад, 
что вое-значения выборки независимы, функцию правдоподобия всей вы
борки представим как произведение функций (4.31) '

и, вычислив производную ее логарифма по параметру СГ* запишем ура
внение правдоподобия

,  >г
CL -О

d&s
решение которого приводит к оценке (4.32).

Оценку параметра т  также получим методом лйксимального правдо
подобия. Еычксляя производную логарифма функции правдоподобия. < 4.33) 
по параметру т  запишем уравнение

d m

tycuvjciyj rtf, 401ШШЦМ доешпедши

r=G>
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Цри выводе этого уравнения сделана замена 1т -/)! = Г (т ) и обозна
чена выборочная статистика

=

Учтем, что для параметра G 3 получена не зависящая от /77 оценка
(4.32). Логарифмическая производнря гамма-функции

f ( m )  In Г (т )
описала как специальная функция и табулирована [ 1?] После несло
жных преобразований приведем уравнение правдоподобия к виду

Ы т. -ч>(т)~ in. 0  »- in y 3-  - \ j ____  (A M)
Определив по полученной выборке у" статистики у г и In у г , неслож
но, например, графически решить уравнение (4.34) и найти оценку 
График функш'и ф (т)~ С п т -Чр(*п) представлен на рис. 4.3

Таким образом, формулы (4.32) и f4.34J определяют точечные оцен
ки параметров пг и О1 распределения Накатами,

Расчет доверительных интесвелов проведем в предположении, что ра
спределение статистик у* и 2 при большом объеме выборки 
близко к нормальному, и воспользуемся неравенствами (4.26). Пусть 
задана доверительная вероятность р  Соответствующий ей довери
тельный интервал для параметра С *  будет

<&г<У*'*Р^£ «.35)

где ip - коэффициент Стыодента, a Sy - выборочная статистика

s ‘  = — . г  ( у / - у * ) 2 (4.36,Я n - t  I .  f
При определении доверительных границ параметра tn воспользуемся 
тем, что функция Ф (т ) = fa/n -f{/n) иепрернввая и монотонно убыва- 
годая с ростом гп Обозначим отатистики

> -  i  г  ь ,. й * ; Л г *  — ■ I ( h  -  ! ) ' ,  (4.37)
^ Л* у  В k & 1 1st

тогда доверительный интервал дляФ (т) будет

ф ,<ф (т)*ф 3 , где фг ^ - ^ ! Ь  ,ф г =р *tp (4.38)



Рис. 4.3
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По графику рис. 4.3 определим значения т ( и т г такие, что 

ф(/пЛ*ф,' <p(/7i j ) -  ф} и примем их за границы доверительного 
интервала

fnt < т  < /72 2 .

4.11.3. Запание к работе

1. (Смоделировать выборку У п.) независимых значений^' 
случайной величины, имевшей распределение Накатами с заданными пара
метрами т . и Cs

Для этого, используя функцию QND(-x) в качестве датчика равно
мерно распределенных на и н т е р в а л е 4 ~] чисел, получить 2П выборок 
незавиоимых значений

fity \i*f,3~.,2n ; J= fn
объемом т  каждая.

Преобразовать в незавиоимне значения квадратурных компонент

CLj  2£п ■Cfl^ZrrQ'.i j )

Sg =crf2£n Ц ц .щ  si n№ QSi,j) ;

: J  = />2

нормально распределенные с нулевыми средними значениями и одинако
выми диопероиями, равным &г

Расочитать значения моделируемой выборки

2, Раппсттять внботючные стат.готики о* и biy* • Определить точечную 
оценку £г(у),, у » Определить точечную оценку значения йунк-

даи Ф / т) = ifL/n-yfm ) = бауЪ  -
По графику рио. 4.4 найти оценку параметра Ш как значение обрат
ной функции

т.(у)= Ф ~ *( ~



3. Поотроить гистограшу распределения выборочных значений^-, / ” /,
2 ,.... Л  Рассчитать график теоретического распределения Наката
ми для значений т . и Сг равных полученным по выборке у
оценкам и m /у) Нанести график на гистограмму выборки.
Оценить по критерию соответствие экспериментального и теорети
ческого распределений.
4. Задать доверительную вероятность р  }
Рассчитать значения выборочных статистик Зп (4.36) и «5$ (4.37)
и определить доверительные интервалы для параметров О9 (4.35) и т .  
(4.38).
5. При фиксированном объеме выборки П рассчитать точечные оценки 
и доверительные интервалы, моделируя выборки для т  » t т- 3

Ge (f, 2 ) . При фиксированных значениях т  и С2 рассчитать 
их точечные оценки и доверительные интервалы при неизменном уровне 
значимости сс = i  - р  по выборкам разного объема Л  £ (/О, too). 
Построить зависимость точечных оценок и доверительных интервалов от 
объема выборки. Интерпретировать полученные результаты.

4.11.4. Форма отчета

Отчет пс работе должен содержать:
- задание к работе}
- программы для заданного варианта;
- результаты расчета точечных оценок и доверительных интервалов;
- гистограмму экспериментального распределения и график теоретичес
кого распределения; расчетное значение и сценку соответствия 
экспериментального и теоретического распределений;

- график изменения точечных оценок и границ доверительных интервалов 
при увзличении объема выборки»

4.11.5.Основные базовые программы

Подпрограмма 1000—1100 моделирует N отсчетов распределения 
Нгкатами. Lkiтированные значения заносятся в маосив У(N)
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iem НЕМ НА кАГА МИ
1010 FOB Т=/ ГО А/\ S t  -ф
1020 FOQ -/=/ ГО М
1030 А = BND(Ф)\ В= BA/DI0) * 5 *Р1
1040 В =SQe(-2»SS*L0&(A))
1050* 5 = /? * STM (В) \ С = /3 +С0£(6 )
1060 В = S+S + с*с\ St = S/+ G
1070 NEXT J
1080 В =J//(2*M) \ Y(T) -SQB(B)
1090 NEXT I  
1099 РЕТИВЫ-

Подпрограмма (1700-1745) оценивает параметры пг /М / и 
С 2 / S f  / распределения Накатами по выборке У (At) объемомМ

1700 REM ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
171СГ S t  = 0 \ L - 0
1715 FOR Г■/ ГО N \T=yir)
1720 S f  = S f  + T»T
172Ь В ~ LO&(T)\ 1* 1  + 2*-&
1730 Л/Е XT Т
1735 S 1 = S 1/M \ JZ = L/N\ Ff<* е
1740 PPI/V T *Ф(М)--г/-/» "Ff, *AHCnet>Cl/ftSf= "s/
1745 BETUQN

Подпрограмма (1800-1875) вычисляет значения плотности вероятно
сти F(S) теоретического распределения Накатами

1 Я 0 0  РЕМ ГЕОРЕТиЧ. РАС ПРЕЛ. НА НА ГАММ
1310 В = УФ
1815 /2ЕМ ГАММА - ФУНКЦИЙ



1820 '/

1825 Г F M - t  ГНЕЛ/
1830 /*/-/*-/

1835 FOG / " /  ГО M t \  G 2 = 6 2 * I  \NFJfTI  

1840 SFAf НАНАГАМИ 
1845 FOA J = i  TO Л?

1850 Qt*= M*LOG-(M/SS) + (2»M-4)» LOG-(B) -M*R»B/S2
1855 F = Z *FJT0 ( * О/ ёг
1860 PQ1NT eF ( ‘’£ ^ " f
1865 B= B+H
1870 N£~X T J

1875 RE TU&N

Подпрограмма (1900-1950) вычисляет статистику Зу по формуле 
(4.36) / J 4  / и Зр по формуле (4.37) /•&& /, необходимые

для оценки доверительных интервалов параметров распределения /гг 
и

1900 й е н  СТАТИСТИКИ (4.36) . (4.3?)
1910 £ 4 = 0  \ S S  =0
•1915 FOB I= t ГО N \ Т=У(Т)
1920 Г / ~  Т * Г - S S  \ S 4 = S 4 + r f* T f
1925 Ге ■ F t *.oe(r»r/JSt) \ SS  = SS+T2  *-TS
1930 NEAT I
1935 54 =* S4/1/V-/) \ SS=SS/(/v-t)
1940 PQIA/r "СГАГ1/СГИИИ (4.&hS4="s4, "(4.37)=SS'=" S S  
1950 RETURN

Главная программа 

10 РЕМ Г Айн А Я ПРОГРАММА

- 3 S -



15 Ьтм r ( t s 0 )  G- (30)
20 QAND0MT2E
25 k~/9\ PGI/vr "ОБЪЕМ ЬЫБОРИи /V= " \ Тл/РиГ Л/
30 p/zr/vr "ПАРАНГТРь! i M,A “ C/7. " \ TMPlvr Ai, S3

35 GOSU& /г>00 \ моделиро&АНие
40 GOSUB //00 \ /IfM 0Ц£НМА ПАРАМВГРОА
45 CO SUB г  0 0  \ RFM MAXMT/V
50 G-OSUB 4 0 0  \ & CM ГР/СГОГРА MM A
55 G-03U& /8Ф0 \ вГМ Г£ОРеГМЧ. PA СПР^АГА^И^
60 S-о SUB /900\6F M  Г ГА ГНС <4.36), (4.3 ?)
70 STOP

Подпрограммы (200-299) MAXMTM и (40B-540) ГМСгогр. 
приведены в разделе 4.6.3.

4.12. Метод максимального правдоподобия в задаче 
местсспределения объекта

Целью лабораторной работы является численное моделирование на 
ЭВМ работы радиопеленгациенной системы мветоопределения объекта 
я оценка его координат методом максимального правдоподобия по пе
ленгам, полученными несколькими пеленгаторами в условиях помех. 
Работа выполняется о применением диалого-вычислительного комплек
са. Первая часть работы содержит краткие теоретические сведения, 
необходимые для выполнения второй практической части. Приведенные 
базовые программы составлены на языке Бейсик.

4.12.1. Радиопеленгация. Триангуляционный метод 
определения координат объекта

Пеленгация - определение направления на объект, узмеренге его 
угловых координат. В зависимости от условий и свойств объекта пе
ленгация может осуществляться с применением различных сролгтр ;■

-S9  -
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методсв: оптических, радиотехнических, акуотичеоких и других. 
Радиопеленгование широко применяется в морской, воздушной и косми
ческой навигации, в радиоастрономии, метеорологииt>>, t9 j

Явление направленности приема, свойственное большинству типов 
антенн, было отмечено впервые А.С.Половым. Изобретение рамочной 
антенны привело к осздянию первых радиопеленгаторов. Они выполня
лись в диапазоне средних волн: оператор, вращая рамку, определял 
пеленг по минимуму слышимости принимаемого оигнала. Современные 
радиопеленгаторы работают в диапазоне от самых низких до самых вы
соких чаотот, имеют аффективные антенные системы, обеспечивающие 
высокую точность и чувствительность радиопеленгования, автомати
зированные сиотемн регистрации и обработки данных.

Клесте с тем точность пеленгования эавиоит от целого ряда фак
торов, связанных как о конструктивными особенностями радиотехни
ческих уотройств, так и с условиями распространения электромагни
тных волн на пути от передатчика к приемнику. Как правило, влия
ние этих факторов и порождаемые ими ошибки исследуются статисти
ческими методами.

Для определения всех координат объекта применяется несколько 
пеленгаторов, разнесенных в пространстве и ооединенных каналами 
связи. В простейшем случае для решения этой задачи достаточно 
двух радиопеленгаторов. Пеленг каждого пеленгатора определяет ли
нию положения иоточника, а пересечение двух линий положения - точ

ку, в.которой находится объект. Этот метод определения координат 
объекта называется триангуляционным (пеленгационным, угломерным).

Рассчитаем по двум пеленгам координаты (•*.£/> объекта на

У плоскости. Пусть два пеленгато
ра, расположенные в точках(л,, ,̂) 
и рис. 4.4 запеленго
вали объект и получили пеленги

относительно направ
ления OJ. . Две линии положе
ния объекта описываются уравне
ниям!

Рис. 4 .4
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Совместное их решение дает координаты точки пересечения ix.fSl,y/3)

tgy>,) -  ( y s - у  A
JCt t ------------------------------------    —  ,

*9 t o  - t y P t  

U/s < * M
У 12 = ---------7-------------------------

ctg<p6 -  etgp,
которая, если нет ошибок в определении пеленгов, совпадает с
< & .у)
Для дальнейшего изложения удобно обозначить

J> 1  ~ J£ i L - f , 2 , С4.Э9)

и записать формулы для Jt/g У/г в следующем виде

Р,сс*<&-АСо5& fisin&-J>3$in& (4 40J
*'2 " Sin(tps -& ) ’ У** ~ b ir t (у>г -</>,)

Поскольку точность пеленгования ограничена, значения пеленгов 
определяются со случайными отклонениями, и точка пересечения ли- 
ниЛ пеленгов [•*!!> У а )  смещается от истинного положения источни
ка (х , у ) Для уточнения псложенпя объекта в расчет может 
вводиться большее число результатов измерений, чем это минимально 
необходимо для определения координат, то еоть избыточная инфор
мация. Для э^ого число пеленгаторов увеличивается и все пересече
ния Л1'Н1'Й пеленгов, число которых для /ь пеленгаторов равно 

/ v ( n  ~ i ) / 2  подвергаются статистической обработке, но ре
зультатом не может быть достоверное определение положения источни
ка. После получения Л  пеленгов можно говорить лишь о послео- 
пытной (апостериорной) плотности вероятности нахождения цели в не
которой области, которая тем резче ограничена, чем точнее измеря
ются пеленги и чем больше их число [ iS }

4.12.2. Априорные и апостериорные вероятности в 
задаче радиопеленгования 

Пусть система местоопределения объектов состоит из П. пелен-
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гаторов, размещенных в точках № i,yi), Я- Априорно
известно, что каждый из пеленгаторов определяет направление на 
объект с небольшой ошибкой А/ i  = / , S п- значение которой 
случайно, в среднем равно нулю, а в среднеквадратическом равно 
для I  -ого пеленгатора. Ошибки разных пеленгаторон статистичес
ки независимы, малы в среднеквадратическом (<5j ^  /) их рас
пределения близки к нормальным, так что плотность вероятности для 

можно записать в виде ^

М  г'* $  В '41’(2 JTi 0 £
Пусть пеленгуемый объект находится в точке (Л .у ) на рассто

янии j ;--------- .
d i  г ) +( у -у l)°

ст / -ого пеленгатора (рис. 
4.5). Пеленг &  отсчитыва
емый от направления оси ОЛ. 
определяется пеленгатором со 
случайным отклонением А:
так что линия пеленга проходит 
не расстоянии tyi от точки 
(J- .у ) . Несложно рассчитать 

величину линейного отклонения

С4.42>
fyi = - U  ,

а поскольку А/ мало, то можно принять А; — Q,i /d-L
Воспользуемся приведенными выражениями и запишем плотность ус

ловного совместного распределения пеленгов^/ , L -  /, 9,..., П- 
на объект в точке (Л, у) Поскольку сшибки статистически неза
висимы, то п. л Я

" (2Ж)л/гб}0-2 -<Тп '

П  A  t

- i t s * (4.43)

Учитывая равенство A i = tyi/ cti и выражение (4.42), преобра
зуем плотность (4.43) в условную плотнооть

п.

М ,% > ~ Ж М # ) =  (2 j r f /SCr,Gs -СГл 'е

_ I f ___
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( л [ц/-у№#г и-'К1№ щ  j  44)

; # >  л а

(2 зт)п/г&,а,-~&л. ~

где введено обозначение ^  =&~i<ii Таким образом, если коор
динаты объекта (Л.,у) известны, то априорная плотность распре
деления пеленгов имеет вид (4.44).

Нас интересует обратная задача: получены значения пеленгов 
*pf>LPa г. ., У*п. нужно выяснить, с какой вероятностью объект 
мсг занимать то или иное положение в момент измерения, то есть 
нукно определить плотность вероятнооти координат объекта 
f('^,y/U>/,̂ fs,r--i !f ii) после опыта, в котором реализовались зна
чения , У>п ~ апостериорную плотность вероятности ко
ординат. Возможно ли для отого воспользоваться плотностью (4.44)?

По теореме умножения вероятностей

= f(* .yty>,.(&,-> У к}№ .У кг..,У к),

где f ( Л ,у) г f f i P t , ~ безусловные Плотности распределе
ния координат и пеленгов. Запишем это равенство в несколько иной 
форме

= 7Г— 1---------------------^
ЛУп(/а,..*<Рл}

Если нет априорно указаний на возможную траекторию движения 
объекта, то до опнта естественно считать любые его положения в 
зоне работы пеленгаторов равновероятными. Тогда апостериорная 
плотность}(Х-гу 1У}*1%*~,!&.) о точностью до нормирующего множите
ля определяется условной плотностью (4.44), так что

/ ?  М 5 )  

f(* ,yM ,y> r:,!Sn )=C t  c"f  &i
где С -не зависящий от №,у) коэффициент, обеспеадвелштй ра
венство
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f f (*.*//!?,.Я * -  .V ^ d -JL d y  = /
- со
Апостериорная плотность (4.45) позволяет оценить значения 

(Л, у) по измеренным пеленгам и рассчитать потенциальную точность 
определения положения объекта системой /z пеленгаторов.

Для последующего изложения удобно раскрыть скобки в показателе 
экспоненты и расположить слагаемые по степеням х  и у  После 
несложных преобразований получим

‘ +F ,

где

. г U n P t „ г  C O d l f i  J4/L tj> ; . „ ?  CO<SBy>i
А =Л ~FT > B=-At —  —  .C~L ая ,i s /  O i 1 Я /  O l I *  f  O i

? £ t* n £ ' p jb c o d tf t . p .p ^ P L . .
/tv h* ‘ L ' k ,  > F ~ £

a J>i определено формулой (4.39).

(4.47)

4.'12.3. Метод максимального правдоподобия

Поскольку вид апостериорной плотностиf (•*’.#I f f -,УЪ.) 
установлен, то за оценки j i , у  координат объекта можно при
нять наиболее вероятные аначения л. и у  при которых дости
гается максимум плотности вероятности и которые, следовательно, 
можно найти как совместное решение двух уравнений

dfu,y/y>t .y>s ,...,y>„) 0 , d fu .y / M , ) (4 48)

ди.
Метод решения этих уравнений для функции (4.45) рассматривает

ся в с л е д у ю щ е м  разделе 4.12.4, где построен алгоритм расчета х  
у  у д о о н . ' й  д л я  программирования на ЭВМ и допускающий н а г л я д -  
- т т - 'Л т ' ч з с ь у ю  интерпрртатчо. З д е с ь  ж е  обратим в н и м а н и е  н а  то об
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стоятельство , что в нашем случае при сделанных предположениях ус
ловия (4.48) экстремума апостериорной плотности (4.45) можно впол
не заменить условиями экстремума априорной плотности (4.44) :

df(<ff ,(SSr..,i/>n /u.y) . 4 0 » «*.49)

д л  д у

рассматривая ее как функцию параметров ^  у  при реализовав
шихся пеленгах y /t tfg г. .г поскольку зависимость плотностей
(4.44) и (4.45) or л,  у  функционально определяется одним и тем 
же множителем. Во многих случаях апостериорную плотность или не 
удается найти, или уравнения (4.48) сказывается слишком сложными 
для решения, в то время как уравнения (4,49) могут быть записаны 
и решены. Но точное совпадение условий (4.48) и (4.49) - скорее 
исключение, чем правило: его можно принять как приближенное, если 
в окрестности максимума апоотериорнсй плотности пренебречь измене
нием априорной плотности j- (л , у) возможных положений объекта. 
Чем выше точность пеленгования, тем более оправданным является та
кое приближение, и наоборот, с ростом ошибок оно может оказаться 
неприемлемым. Тем не менее, уравнениям (4.49) можно дать независи
мую интерпретацию и обосновать применение их решений в качестве 
возможной оценки координат объекта.

Нагомнгм, что/^.^,-.,^ U,y)CL<f,A{ff'"£ty>n. есть BePOHTHOCTi 
совокупности (ftt у>Л пеленгов при условии, что объект на
ходится в {л, у ) При изменении положения объекта ее значение ме
няется, тс есть это сочетание пеленгов становится более или менее 
вероятным. |-

Тркго,- образом, характеризует правдопо
добие совокупности измеренных пеленгов в зависимости от предпола
гаемого положения объекта и как функция переменных Л , у  называ
ется функцией правдоподобия. Будем исходить из того, что чаще все
го реализуются сочетания У,, , У̂ п. близкие к наиболее
вероятьым. Тогда в качестве оценки Л , @ координат объекта
естественно принять то значения л  у  при которых функция 
п р а в д о п о д о б и я ^ ^ , - У) достигает максимума, то 
есть л  . у  долюш бнтъ решением уравнений {4.49Л Поскольку фун
кция правдоподобия и ее логарифл .у) до
стигают максимума в одной и той же точке, то условия (4.49), ког
да это удобно, записывают также в форме
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дЬгЩ,У>аг.,у>л1л,у)_г .̂ (4 5о;

ь х  ’ д у

4.12.4. Оценки координат объекта

Оценки максимального правдоподобия в нашем случае, как уже го
ворилось, совпадают с наиболее вероятными значениями переменных 

Jt, у  и могут быть найдены как решения уравнений (4.48) или 
(4.49), которые можно заменить уравнениями

[4хг+25лу+С у9* 2Ил *2Еу *F] =О; 

щ[Ахв*2В>лу+Су1*21Хх. ~2Еу +FJ  = О

Поскольку 4 i/di  ♦  у , то при дифференцировании можно при
ближенно считать &£ i  =/,2 ,..., п  неизменными величинами и 
записать условия экстремума в виде

А л + B y + D ^ O  ;  £л->-Су + Е ~ 0 . 
откуда следует

л BE -CD . л BD - А В  (4 . 5 1)

Л *  АС -  & в * *  АС -  А 3

Несложные преобразования позволяют представить определитель систе
мы уравнений следующей суммой

МП*£■(&}*!£ -  CCHtPiSisttft CM fySJSL# ^

<5» ф

6 ia e(£, cckse<f£ -c o e fjS ir tfy  C0 d<j>£ t+n.y>£
Z-i- „ „ „s

i - Ф ,  w
которая легко преобразуется к виду



* £ < / « /  °f  * / - / / • '  V

Преобразуем также числители в выражениях (4.51,

f i l* * #  * * * -(% -& )
B£-CD-£,f„ W W ------

или в симметричней форме

i* tjs / * e
Напомним, что соотношение

[pim y>j'J>jU > 6y>ll (4.53,
Un(y>j-y>i) "  V'

по аналогии с (4.40) определяет координатуjr^y точки пересече
ния i  -ого и J  -ого пеленгов. Это позволяет предотавить рас
сматриваемое вг^ажение в компактной форме, аналогичной (4.52,

J t i S f n j j  <4- ^B E - C S ^ ~ L L  Jt£j  m ^j

Координата точки пересечения двух пеленгов определяется, 
согласно (4.40, формулой

lfijU n y> j -J>j<Uny>il =  (4-55)

Ып (t/j У

что позволяет записав

п п
вв - л е -  i f t y y  т у

(4.56,- -и
' V

Подстановка (4.52), (4.54), (4.56) в (4.51) делает формулы
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n  n
I  I л и  Пг,

гг n

* » U * l
Л  ~  t l  n .

Z l

Я

L n -и  
f* i  *

ttl ш/J = f
m
V

подобными формулам для p  глета центра "масс" т V

(4 . 57)

розмещеншх
в течках пересечения пеленгов (рис. 4.6). Значения "масс"

Ш  (Л 
e f e / d f d f

(4.58)

Рас. 4 .6

V  d 
тем меньше, чем острее угол меж
ду п ерес екающими ся линиями пелен
гов и чем больше удалены соответ
ствующие пеленгаторы от "центра 
тяжести" (•* . у  ) Однако равен
ства (4.57) не определяют коорди
наты X , у  в явном виде, пос
кольку расстояния

d
зависят от их значений. Это система двух уравнений, которую можно 
решить численно методом последовательных приближений, приняв за 
начальные значения х .0 , - координаты точки, намеченной при
близительно с учетом примерных соотношений между "массами" т у  
За Ха. у  о MG*80 также принять среднеарифметические значения ко
ординат точек пересечения линий пеленгов; для их расчета можно во
спользоваться формулами (4.87), положив в нлх т ц  =1 при С*J  
и /пц= О Г # # } .  *

4.12.5. Потенциальная точность определения 
координат

Условная плотность f ( jL .y /<pti¥ , t/’n  ) спроделяемая
формулой (4.45), позволяет оценить не только координаты цели, но 
и потенциальную точность их измерения. Наи<5олее вероятные значения
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координат не определяют достоверно истинное положение объекта. 
Более того, вероятность что объект находился именно в точке 
{& ,(}) , точнее говоря, й бесконечно малой ее окрестности
jt€(jc.,&+djt) , у £ ( у , у  + йу) - бесконечно мала, поскольку ра-

Чтобн вероятность имела конечное 
значение, hjokho допустить некоторую неопределенность в оценке ко- 
орцгнат. Нгпример, вероятность, что объект находился в области 

[л ■>£}<£ , \у - У \ с \ представляется интегралом

f c t J i f  dL yfU , У ty>,, !PS  У>п )
Л  А  .

У'Ъ
и имеет тем большее значение, чем больше размеры области, то есть 
чем меньшие требования предъявляются к точности, с которой опреде
ляется положение объекта. Принято говорить, что поверхность 

jf = ft'* -У /У/ ,ys , . Ук) и координатная плоскость S'-О ог
раничивает в трехмерном пространстве U . y . x )  т е л о  н е о п 
р е д е л е н н о с т и ,  имещее пик высотой

Рис. А . 7

в точке (sjcty )  (рис. 4.7). 
Чем уже пик тела, тем меньше 
неопределенность в оценке поло
жения объекта. Сечения тела 
неопределенности плоскостями 
У  *сопл£ дают э л л и п- 
с к р а в н ы х  в е р о я т 
н о с т е й ,  для которых точ- 
Ki t  ( j l ,  у  , являются центра
ми симметрии.

Рассчитаем параметры эллип
сов в зависимости от высотн се 
чею'я. Для этого приведем ква
дратичную форму (4.46) к диа
гональному виду преобразовани

ем координат. Л Л
Перенесем начало координат в точку (■*-, £Г> 

ем замену переменных я и
для чего сдела-
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при этом исчезнут члены с первыми степенями новых переменных, и 
квадратичная форма примет вид

Ац* +C%S+H , где U=Z)JL+Ey +F
Затем поворотом- координатной системы обратим Ь в нуль, устра

няя смешанный член. Заметим, что поворот координатной системы на 
угол ос нетрудно учесть в формулах (4.47) для коэффициентов квад
ратичной формы: значения пеленгов при этом изменятся и станут рав
ными <f>£ -ot, i  = t, S , . /г следовательно формулы для коэффи
циентов при вторых степенях переменных примут вид

- » « - £  ;  с ш - L
i = / ° i  i - t  e i

а при произведении переменных

я  ,  . .  / г-В ( ы) = - £ £  ----
i= f

Выберем угол поворота ос так, чтобы ЗМ = 0, то есть

*  Цп-2уч *  сен2у>1 . „
1_ — ~т~сол2«. - L  — Т ё— U n 2 u  » О 

Si* i=* $L
Такой выбор,'’ очевидно, определяется уравнением

&iti2ip;

L Иг (4-60;
2 ы.

Т- ~w /=•/ L
при этом квадратичная форма преобразуется к виду 

+С(Ы) $ 2  i-HfaL)
Обозначим

<5̂  = {/А(ы.) ; <т£ =  //С(ы.) (4.61)

и перейдем от плотности (4.45) к плотности распределения отклоне
ний £  £ от наиболее вероятных значений. Условие нормировки из
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бавляет от необходимости последовательно вычислять недостающие ко
эффициенты, поскольку, очевидно, плотнооть 
является нормальной

/ ' 2  Ц ?  6 %J (4.62)

Сечение тела неопределенности, для которого

к>0
в-В G* *

ограничивается эллипсом о полуосями 0. = МО% i и пло-

щадью жаб ~ з г и ^ * '  с 18 1
Рассчитаем вероятность того, что объект находился внутри эллип

са с параметром к  В точках эллипса плотнооть (4.62} имеет 
значение # S

~тг
Выделим кольцевую полоску между эллипсом с параметром М +cL/i 

и эллипсом с И Площадь такой полоски равна 
с точноотыо до слагаемых более высокого порядка малооти. Вероят
ность, что объект находился в пределах полоски, есть

е ‘

Интегрируя по fi от нуля до заданного значения, получим ве
роятность, что объект находился внутри аллипоа

* - * ,р -(Z*
P = J  £ 2 h'cLh' =  /- £ 2 . 

о
Отсюда находим

м 14,631

Таким образом, с вероятностью Р объект находился внутри эл
липса , центром сим' зтрии> которого является точка наибольшей веро
ятности (JI у )  (4.57), большая полуось ориентирована под углом
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oL (4.60) к оси О-Л. и полуоси равны Ш5^ , Н&ъ , где зна
чение параметра М определяется вероятностью Р (4.63), а °к

6 "% -формулами (4.59), (4.61).
Рассчитанный эллипс характеризует линейные ошибки в определении 

положения объекта систомой пеленгаторов, которне не превышаются 
о вероятностью Р поэтому элл-.шс вероятности назнвают также

э л л и п с о м  о ш и б о к .  
На рис. 4.8 показанн эллипсы 
ошибок для случая размещения 
трех радиопеленгаторов в вер
шинах равностороннего треу
гольника. Принято, что сре- 
днеквацратическое значение

0000ООО0 #0
0 0 О ОО0О0 
О  0 0 0 0 0 0 0  
% о о о О ООО 
§ 0 * 0 0 0 0 0  
ъ Q ЪЪ О О О 0  
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Рис А. 8
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ошибки пеленгования каждым 
пеленгатором равно 2°(пнстру- 
меьтальная точность пеленго
вания), вероятность Р = 0,5
Г /«J

4.12.6. Задание к работе

1. Определить конфигурацию и основные паряметрн пеленгацпонной 
системы местоопределения объектов: число f l пеленгаторов, г.х коор
дината (Л; , / » f* 2 ■ •rt среднеквадратпческие ошиб
ки &i пеленгаторов.

2. Задать положение пеленгуемого объекта и по его координатам 
[л.'У) рассчитать для пеленгаторов системы пеленги^*, i  = _, п,
введя в них нормальные случайные отклонения о нулевыми средними 
значениями и дисперсиями Sj*

3.Определить и нанести на схему точки пересечения пеленгов 
•Х-у , y i j  ,провести реализовав'пиеся пеленги.
4. Методом максимального правдоподобия оценить go реалгзовав- 

шимся пеленгам координаты объекта, нанеоти точку (Л у  ) наибо
лее вероятного положения объекта на схему, определить направление 
и вел1/чину отклонении точки (л. у )  от истинного положения 
(бъекта.

5. Ргесчутать ориентацию и параметры элл! пса ошибок для оцен-
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ки (JC , у  ) координат объекта, задав вероятность Р  с которой 
эллипс ошибок накрывает объект. Нанести аллипс ошибок на схему.

6. Провести многократное местоопределение источника, находяще
гося в фиксированной точке. Полученные оценка местоположения на
нести на схему г сопоставить их распределение с эллипсом вероятно
сти, рассчитанным для выбранного положения источника.

7. Для выбранной системы пеленгаторов исследовать зависимость 
ориентации к параметров эллипсов ошибок от положения объекта. 
Результаты исследования и выводы иллюстрировать серией графиков.

4.12.7. Форма отчета

Отчет должен содержать:
- задание к работе;
- описание системы пеленгаторов;
- описание алгоритма и примеры оценки координат пеленгуемого 
объекта;
- описание алгоритма и примеры оценки точности системы ыестоопре- 
даления объекта;
- расчетные и графические данные, характеризующие зависимость по- 
тенциаЛ1ной точности от положения объекта;
- анализ результатов, выводы по работе.

4.12.8. Основные базовые программы

Подпрограмма (2100-2160) моделирует работу системы N пелен
гаторов, расположенных в точках с координатами X(f),YlI),l€ (/,/V).

Пеленгатор номера I  при определении пеленга^(Г) на объект 
допускает случайные нормальные отклонения с нулевым средним значе
нием и дисперсией D (I) При задании координат объекта(Хф,УФ) 
подпрограмма вырабатывает для каждого пеленгатора системы квази- 
случайное значение пеленга F{J)

210В б ем  моАелнро&АИне
2110 FOR Г* / ГО М\У2 = УФ-/(Т)\ Х2‘ ХФ-Х(1)
2120 GOSUB 2 600\  СЕМ АТЫ
2125 F (/ )= F (< P )-S Q /}(-2 *] )(r )*L O G (Q N lK 0 »)*C O S {6 .2 f3 2 *- ll№ №
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2130 PQTNT "ПГлЕНР Ft" Т )='F(S)
2140 С tr) = COS (F(T>) \ S(D = SIN (FIS))
2150 R (/) = f(r)*C (J) - Х1П *S(D \ NFXTI 
2160 BE Г1/0А/

Подпрограмма (2200-2290) вычисляет по реализовавшимся пеленгам 
FtJ~) точки пересечения пеленгов X(T,J), Y(I,J) начальные при

ближения Х/,У1 для оценок максимального правдоподобия (МП-оце- 
нок> координат объекта.

2200 Qf/ч начально?  приближение
2210 £/*Ф\ S9=<P\ 63=0  
2220 FOQ Г=/ ГО N -1
22SS FOQ J=T*i ГО N\ A =STN(F(J)-F(T))

2230 At(I.J)=A\ S4(I,J)=A*A  
ИЪ5 /211T .Jh /Э Ш (I)
2240 8 2 (I .J ) =» 6 (1 ) +S(JJ-Q tJ)»S(Г)
2245 Xf=Qi(T.J)/A \ Yt= Q3{T,J)/A 
2250 PC ТА/Г "x(“T.J"i= *X1, " Y("T,J")= "//
1255 S3=S3 + *\ Sf*=St+-X1 \ S2 =S2+Y4 \ VEXTJ 
2260 A/EX Г T
2270 Xi = S-//S3 \ Yi = S3/S3 
2290 RETUPA/

Подпрограмма (2300-2399) методом последовательных приближений 
рассчитывает МП-оценки Xt, У/ координат пеленгуемого объекта.

2300 РЕМ MP-OUEHUM МООРАННАТ 
2310 3/=ф\ ss=0\ S3 = Ф 
2320 X3~Xf\ УЗ=У/
2323  F O Q  I =/ ГО W\ X t = X / - X ( l ) \  Y / * Y / ~  У ( Г )  \ D t  ~ X  /  #■

X / + У/ * У /
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2325 B(J) *M(T) *-_D/ \ NFX ГI  
2330 ГОЛ Г- i  ГО A/-/
2340 FOfi J~ I+ 1 TO N\ M=S4(T,J)/(B(T)» B(J))
235)3 A = A t(I,J)\  *2 = R1(I.J)/A\ Y2=G2(T,J)/A 
2360 S5=33+M\ S1~ 3f*X 2*M \ S2 =S2-*Y2»-M\

NEXT J
2370- NEXT 7
2380 Xt = st/ ss \ // = S3/S3
2385 PRINT "МП- оценки mOPA ■ XI- "xf, *Y* • " f t  
2390 IF  ABS (X/-X3)>£ rHBN23№
2395 TF AB S(r/-t'3)>£ THEN 2310
2399 RErtiUN

Подпрограмма (2400-2530) для заданных координат объекта Хф,уф 
рассчитывает параметры эллипса ошибок, накрывающего цель с задан
ной вероятностью Р : ориентацию АФ большой полуоси (в градусах), 
большую А и малую & полуоси эллипса.

2400 &ЕМ ЭЛЛИПС ОШШО/г
2405 FO& T~i ГОА/ \ У2 *УФ~У(Т)\ Х2 = Хф-Х(7)
2410 CCS и в 26ЯФ \ £ЕМ АТА/
2415 Ft (Г) = Рф\3 t*XS *Х21-У2  *У2\В f(T)B2>f*D(T)\A/ExrГ 
2420 У2 = Ф\ хг=Ф
2430 FOR Т=/ Г 0 Л М  Г=В*Г/(Л\ ГУ-B i l l )
2440 Г2 ’У2 *STN(r)/Tt\Х2 =Х2 + COS(r)/rS \NEXTI 
2450 G-OSUВ 26ФФ 
2460 АФ =Ф-/Г* РФ 
2470 А2= Ф \ С8 ~Ф
2480 FOQ 1* 1  ГО А/\ F2 * Г1(Т) -АФ\ S1” SJ"A/(F2)\

С1 = COSl F2)
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2485 Г/-3/{Г)
2490 А2~ А2 +5i *S1/ri\ CS =CS +C 1 <*■ Cl / Г1 

2500 Ы£ХГ I
2505 AS “ SQA(4S)\ C2 = 39B(CS)
2510 A=k/AS\ B=#/CS\ АФ=АФ*36Ф/6 .2 8 3 19
2520 PPI/VT"ПОЛУОСИ A = *A, "&="£, "S/ГОА НА#AONA 3/1 -

AUPCA = u А ф
2530 Reti/p/v

Подпрограмма (2602-2670) вычисляет Гф » a^cig (/2 /Х2 ) 
с учетом квадранта, в котором находится точка с координатами/ГР, Н2.

2600 ВЕМ АГЛ/
2605 IF  Х2 => О THEN Т= 1 .Г 70в\  СОТО 2629
2610 Т = АТЫ (АВ.и уг/jtsn
2620 IF  У2> = Ф ГН£ TV IF  *2  <0 ТНЕ/Ч Т =3. /<//?9 ~ Г 
2630 TF Y2 < ф ГН£Ы IF  Х2 < ~Ф ГНЕЛ/ Г=Э.ШГ9+Т 
2640 I F  У2<=0 THEN TFX2>0 THEN Г= 6 .2 9 3 19  - Г 
2679 FQ> ~ Т\ BETU/SN

Главная' программа

10 RFM ГЛАВНАИ ПРОГРАММА 
15 НА ND0MI2F
20 d im  лиф), п т ,  с(/Ф),з(1Ф), D im , виФ), в а т . г ц ф )
25 DIM Р(1Ф),А/(/Ф,1Ф),$4 (*Ф,т,РН/9 .1Ф),#2 {1Ф./Ф) 
зг р н г ы г  " ч и с л о  л е л е н г А г о Р о в  а/= " \ г ы Р и г  а/

ЗЬ РРИ/Г " ТОЧНОСТЬ вычислений Е="\ IMPUTE 
40 PH г  NT " ВЕРОЯТНОСТЬ Р=" \ TNPUTP 
45 FO& 1= 1 ГО А/\ P6 INT "Л("Г ") , У("г "),D("l "У 
Ь0 INPUT XII), У(Г), D(I) \ А/Ел Г I  
55 РЙ1 //Г " /г OOP А  . ЦГАИ хФ ,УФ" \ I А/Pi/Г лф ,УФ 
61? А7 = SQQ (~2 *-LO&(1- Р))
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74 6-0SUB 2 2 0 0  \ RBM НАЧАЛЬНОМ’ ЛРи6 ЛММ£НН£
75 &OSU6  2 3 90 \ Pl-M м егоА  п о с ле д  . ПРЫВЛНЖГН. 
8|2f 6-OSUB 2 4 0 0  \ RFM ЭЛЛиПСЫ ОШИБОК
90 STOP

5. СТАТГСТШЕККЛ АНАЛЬ'Э Y МДОП'РОВАН^Е 
СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙ.UX ПРОЦЕССОВ

В предыдущих разделах 3 г 4 рассматривалась в основном стати- 
стгка случайных вел^ин - знамен»?, случайных процессов в фиксиро
ванных сечениях. L этом разделе предметом статистического анализа 
является множество реализаций случайного процесса за конечное вре
мя наблюдения. Рассматриваются процессы стационарные, примером ко
торых могут быть флуктуации некоторой физической величины в систе
ме, находящееся в равновесных условиях. Для стационарных процесоов 
статистика не зависит от выбора начального момента времени. Стати
стический рнр.чиз в основном касается энергетических характеристик 
йгучайнь'х процессов и проводится в рамках корреляционной теории.

5.1. Стационарте процессы

Г с еле по ванне случайного процесса, а также воздействия его на 
разл: чны.’ устройства существенно упрощается при его стационарнос
ти.

Определение. Случайный процесс называется строго стационарным, 
если его плотность распределения ,'/у. 4-г r . . , in.J
инвариентна по отношению к начату отсчета времени, т.е. при любых 
л и г  имеет место равенство

п--, Щ/г » f  ( >  Mg’"’ •
Таким образом, по определению отатистические свойства стационарно
го случайного процесса остаются неизменными во времени.

Примем за начало отсчета момент и положим Т =- Тог
да
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If($ i, $ l r ‘- » ,•■ ->^rt S 2/f ?i

гле . «= Ы н -t/e ) i ~ f , 2 r . . t n - f
Таким образом, число временных параметров сократилось до л  - /
В частности, плотность одномерного распределения стационарного 
процесоа не зависит от времени

Как следствие этого - независимость от времени всех моментов од
номерного распределения

<цл{*)> = J = <ьл>
-я> ^

в том числе среднего значения< и дисперсии<[%(i)-<%>]>=6’. 
Плотность двумерного распределения стационарного процесса зависит 
лишь от разности Т, =• - t t

и это ее свойство переносится на все моменты двумерного распреде
ления, в том числе на корреляционную функцию

Многие важные свойства случайных процессов могут быть описаны в 
рамках корреляционной теории, Стационарнооть этих свойств опреде
ляется стационарностью моментов первого и второго порядков: неза
висимостью ореднего значения и диетгероии от времени и'зависимос
тью корреляционной функции от разности - t ( Случайные проце
ссы, удовлетворяющие этим условиям, называются стационарными в ши
роком смысле слова. Стационарность в широком смысле не определяет 
свойств многомерных распределений, которые в корреляционной тео
рии не фигурируют, и поэтому не означает строгой стационарности 
процесса. Случайные процессы, етационарнне отрого, конечно всег
да стационарны в широкой1 смысле, но обратное справедливо далеко 
не всегда. Стационарность в широком емысле называют также слабой 
стационарностью.
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5.2. Функция корреляции стационарного 

процесса

В разделе 2.4 рассматривались общие овойства корреляционной 
функции. Сформулируем их применительно к слабостационарным про
цессам.

1. Корреляционная функция стационарного процеооа является чет
ной функцией разности переменных Т * i t -/у

U (Т.) =#(-Т) (5.2)
2. При 7 = 0  корреляционная функция доотигает максимального 

значения

\А'(Т)\)£ ЩО) =&* (5.3)

3. Положительная определенность корреляционной функции опреде
ляется неравенством

т/г
J J  д (Г Ш  ‘H(i - i  “Ш б у ю  * о  , (5.4;

-T/S
справедливым для произвольной действительной функции О (ё) , оп
ределенной и квадратично интегрируемой на и н т е р в а л е Т/г). 
Коэффициент корреляции стационарного процеооа равен

Q(r)= , 0 * 1  &(?)!*: /
О2

При увеличении Г статистическая зависимость значений случай
ного Процесса в двух сечениях ослабевает и коэффициент корреляции 
уменьшается

dim Q( t)  = 0
?■* оо

Уменьшение может быть монотонным, но может иметь осциллирующий 
характер - в этом отражаются свойства случайного процесса, напри
мер, присущая ему кэазипериодичность временных флуктуаций.
Как в теории случайных процессов, так и в приложениях широко ис
пользуется понятие интервала корреляции (времени корреляцииj как 
такого временного интервала Та при разносе на который двух
сечений можно пренебречь корреляцией принадлежащих им значений 
случайного процесса, то есть

}/?(?}}*: / при Т>Та



-i2Q —

Поокольку характер зависимости коэффициента корреляции от вре
менного интервала т ■ может быть различным, интервал корреляции 
может по-разному определяться в зависимости ov условии и целей за
дачи. Налример, для монотонно убывающих функций /Р(Т) ^ о 
чаото зедают малый по сравнению с единицей предельный уровень ко
эффициента корреляции /}а > О и считают значения случайного 
процесса практически некоррелированными, если /2(г) < Qn 
Временной интервал между сечениями, соответствующий этому уровню, 
называют интервалом корреляции R(T0 ) * Qп (рис. 5.1)

Интегральное время корреляции (интегральный масштаб корреляции) 
определяют как половину основания прямоугольника единичной высоты, 
площадь которого равна площади фигуры, ограниченной графиком фун
кции &(т) й О и осью т  С рис. 5.2).
При этом

ео оо

= J  j Q W d t  = JjQ(r)atT (5 .5 )
- е в  ^

Если зависимость &(Т) не монотонная, если jQ(Т) может прини
мать отрицательные значения, интегральное вт>емя корреляции опре
деляется одним из двух способов

е в  о о

<Г0 *\\&(Т)ЫТ: или T0 =jQ*(T)dT (5.6)
о О

Независимо от способа определения обычно применяют для То одно 
общее название - время (интервал, масштаб) корреляции.
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5.3. Доверительный интервал для коэффициента корреляции

Статистическое распределение выборочного коэффициента корре
ляции в  отлучается от нормального (£ мояет принимать значе
ния от -1 до 1, а граница изменения нормально распределенной ве
тчины от - «> но оо j Поэтому при построении доверительного 
интервала истинного коэффициента коореляцки Q нельзя использо
вать статистику /2 -  R аналогичную статистике ~ <JC >

-V S*
ия среднего знзчения, которая подчиняется распредмеш'.ю Стьвден-
та.

да построения доверительных границ коэффициента корреляюш 
строят статистику J?

£ -  j  £п ;ff§ =Л%Ьк&

Оказывается, что статистика Jg распределена приблизительно нор
мально при П-> 20 со средшм значением

< =Лг&1&
'' дисперсией

v s_  f  
'' ~ /г-3

одесь А  - объем выборки, по которому проводится усреднение.
-•то пр;;бл:1кет-е тем точнее, чем болыае объем выборки.

Таким образом, статистика

*  /п -3
1удет распределена по нормальному закону с нулевым средним и едн- 
. ичнон дпсперспея { /У (О, /)) и доверительные границы для нее 
ри доверительной вероятности Р = f-aL будут квантили нормаль
ного распределения LLoUs и для КОТОРЫХ выполняется со
отношение

^«44 = ~ и /~ Ч Ф  
Следовательно. с вероятностью р

fa t  А Д - < JrM . в  <JtrtA Q *
■!п -з  ~3



Далее по таблицам jtrtA-x. находят доверительные границы для 
коэффициента корреляции.

5.4. Средние по вгчмени характеристики реализаций

В эксперименту время наблюдения всегда ограничено, а число ре
ализаций случайного процесса - выборочных йункний- которые можно 
зарегистрировать, невелико. Для стационарного процесса конкретная 
форма выборочной функции, как правило, не представляет интереса. 
По ней составляют представление о среднем уровне, частоте флукту
аций, длительности и амплитуде выбросов и т. д. Для этого исполь
зуют средние по времени характеристики каждой выборочной функции.

Предположим, что стационарный случайный процесс наблюдайся в 
течение времени Г при этом произведена зались п- выборочных
функций £г (£)....^ п (■£■) Примем за начало отсчета
среднюю точку интервала наблюдения и определим среднее за время Г 
выборочной функции £,■ №);

1 т/г

$i <‘ \ | 5-7)
-т/j,

квадрата выборочной Функции
________   г'г

= 1 J  4f(i)cLt ,
- щ

произведения двух значений выборочной функции
Г/5

= +  j  t5>9)
-772

и так далее.
Если при увеличении длительности Т регистрации выборочной 

функции возможен предельный переход Т —  00 для характеристик 
(5,7) - (5.9), то значения этих пределов назовем средними по вре
мени характеристиками этой выборочной функции. Таким образом, на
пример, временное среднее'одной выборочной функции есть

(5.8)



T/s
Щ;(*) у  J  Щ :И )си,

г - ~ ' _ и ь  *
(5.10)

Ъ
а временную корреляционную функции определим так

f^ ir )  =■ t-i 7*)irJ7*+T) - t - J u ) *
Подчеркнем, что, вообще говоря, временные сршшне разных реали
заций случайного процесса Щ (4) различен, и если она существуют, 
то в совокупности определявт ансамбль реализаций случайной вели
чины $7*) Точно также множество врвиаиннк корреляционных фун
кций всех возможных реализация процесса определяют случайную вре
менную корреляционную функцию

U  гг) .  5 77Т£7Г*г) -  fkiTtf. (5'u )

Наряду со средний по времени характеристиками одной внбороч- 
ной функции можно рассматривать раепредеиетго ее значений, ш ш  
же относительное врет пребнвания реализации гаже заданного поро
га . Чтобы рассчитать относительное время,догда

Чг и ) <  5 ,  .

воспользуемся ступенчатой 
функцией Хевисайда от аргумен
та 5 , - 5 ^ )

* I О. # / < « > * , .
й я м я я  нее промежутки времени. 
в которне (1 ) не превняало 
норогового значения, функция 
Хешсайда позволяет нодечитеть 
(см. рас. 5.3) за врою наб-

О t О 1

Рис. S .3
люцения у  их суммарную длительность 

Г / В
7 } ( ts , )= S

_  Tj/jg .

Назовем относительным временем пребывания d ) ниже порога ̂  ̂
предел отношения



г/s

$.(%)= tim  <5Л2>
Т Т_ш

Функцию Oil*,) называю* одноточечным шрпределением значений вы
борочной функдаи

Аналогично можно определить двухточечное распределение

Г/3
W * , . & п  J j X t s , - t i t * * ™ * *

Г ~ °°Г,Т/г
и вообще многоточечные распределения выборочной функции

удовлетворяющие очевидным условиям согласованности 

1.

2, Q. I ( 00 •<х>’ , ^е-/ ) =  ̂  »

Для разных выборочных функций случайного процеооа многоточечные 
распределения, вообще говоря, различны.

5.5. Эргодичеокие случайные процессы

5.5.1. Свойство эргодичности процесса

Определение. Случайный процесс называется эргодическим, если лю
бая его вероятностная характеристика, полученная усреднением по 
ансамблю реализаций, с вероятностью,сколь угодно близкой к едини
цу, равна соответствующей средней по времени характеристике любой 
его реализации.

Как правило, экспериментатор не располагает достаточно большим 
числом реализаций процеооа, хотя время регистрации одной реализа



ции оы часто может сделать продолжительным. Поэтому свойство эрго
дичности случайных процессов является важным. Неооходимыми п дос- 
таточ11Ы1да условиями эргодичности слученного процесса является ого 
строгая стационарность и нергзлоу мость на другие процессы .

Первое условие очевидно. Поясним второе. Пусть некоторый ста
ционарный случайны;! процесс £ ( t ) определяется множеством воз
можных реализации [  ̂ j Ввдек'м некоторое подмножество реа-
лузаш«.ч с {£*(*>] и назовем его вероятностью Рр -
вероятность того, что кткря-лкбо реал: зач/я является элементом 
этого подмножества. 1удем говорить, что стационарны,' случайны» 
процесс неразложим на другие процессы, если исключение из его ан
самбля любого подмножества реализаций конечной вероятности 0<^<1 
нарушает его стационарность.

Приведем два примера стационарных, но иеэргодгческих случайных 
процессов.
1. Пусть £/*) =oc$(t) + (/-Ы.) •>>({)
где Щ(4) и £(/) - стационарные эргодкчеекке случайные процессы, 
статгстяччскпе характеристики которых отличаются, a d - случаД- 
ная вол! чина, пргчггэт'ря значение 0 с вероятностью Ро и 1 с 
вероятностью Р, = /~Р0 Очевидно, ансамбль реализаций 
включает в себя два стационарных п о д м н о ж е с т в а к 
вероятность котооых г Выборочные функции одного из под
множеств не отражают свойств другого подмножества, а значит, и ан
самбля в целом. Процесс является неэргодическнм.

2. Пусть (-£)+ J , где £  (t )  - стационарный эрго- 
дическиП процесс, a J> - непрерывная случайная величина. Каждо
му возможнопу значению случайной ве.течпны ^  соответствует ста
ционарное подмножество выборочных функций № ’J с элементами

(f)s вероятность каждого такого подмножества бес
конечно мала, но их число бесконечно велико, так что в сумме omi 
образуют ансамбль реализаций, вероятность которого равна единице. 
Таким образом, ансамбль реализаций раз.' ним на сколь угодно боль
шое чгсло стационарных подмножеств, процесс не является эргодиче- 
ским.

По определению, если процесс эргодкчееккй, то средние по вре
мени характеристики любых его выборочных функций совпадают и рав-

теорий случайных процессов это условие называется условием 
метрической транзитивности С 4 ]



- i Z 6 ~
ны средним по ансамблю с вероятностью, сколь угодно близкой к 
единице, т.е., например,

Щ(*) = if i i)  =tt(r)
и т. д. Это также означает, что с вероятностью 1 многоточечные 
распределения значении любых выборочных функций совпадают и равны 
соответствуют!'м конечномерным распределениям случайного процесса, 
т.е. для любых п = 1, 2,...

5.5.2. Диспероия временного среднего

Во многих случаях доказательство строгой эргодичности случай
ного процесса оказывается затруднительным, но часто в этом и не 
возникает необходимости. Очевидно» в рамках корреляционной теории 
достаточно знать лишь условия, при которых первые два момента мо
гут быть получены как средние по времени, т.е. условия вероятност
ной сходимости, например, среднего за время Т какой-либо‘реали
зации ч 7 ( ^ т к среднему по ансамблю <ЩШ> при Т~-* <х> 
Рассмотри- условия сходимости в среднеквадратическом ^ Ы)т к

для стационарного или слабостационарного процесса. Сред
нее значение fe (t)r равно"

rr/s Щ
< $ { * ) >  = < +  J  s,{i)oLi>= ■= $<НШ>сИ=<ц и)>  ,

-Г/д '-Щ
постольку для стационарного и слабостадионарного процессов <£•#)> 
не зависит от времени. Дисперсия среднего за время Т равна

ffy. = < [  ~< &=>]?> ®

т/з г/а

-T/s -T/r,



Ш т/s
~ 1  S d V j d i " № - * • ) .

-m -r/s
где U(-L'-t ) - корреляционная функция процесса Сде
лаем замену переменных -i'-ir  * Т i t '+ i"  = JL ( отобразив
область интегрирования jf'e I- Т/9 , 7/8}; 4 "e {-Г/S, r/s ) 
на область (рис. 5.4)

( t €  (-Г,О). JL t(-r-? ,r+ T )\  
1 t e  (О,Г) , л. е (-Г* Г, Г- Г) -

-i&7—

и вычислим внутренний интеграл по переменной JC. тогда, учиты
вая четность функции корреляции №(?) получим

т
<5g. -  ̂ Jd T A '( r ) ( r~ T ) . <5-14>

О
введем безразмерную переменную интегрирования =* Г/7"

Для того, чтобы (4\ сходилось в среднеквадратическом к <£/?)> 
при Т -» 00 должно выполняться условие

У
&/TL &£■- - £irrt 2 ld y (/ -y )U (T y )  = Q , (5.15)

00 о



накладывающее ограничение на свойства корреляционной функции слу
чайного процесса. Условие (5,15) выполняется, если

lim #(Г) =*0, <5Л6)
f - * e o

нс последнее требование (5.16) является более жестким, чем (5.15). 
Например, для периодической функции корреляции YSM&.U(t)*Q.eOAa)T 
при больших значениях Т

\cty(/-y)0. С04(ь>Ту) **0{ ,

то есть условие (5.15) выполняется, в то время как (5.16) неприме
нимо.

5.5.3. Длительность интервала временного усреднения

Установим связь между временем корреляции Т0 .дисперсией <5”г 
случайного процесса и дисперсией временного среднего (5~.
Запишем формулу (5.14)в следующем виде г

i  j d r P ( T ) l ' - f )
Предположим, что &(Т) ~ монотонно убивающая функция и интервал 
корреляции можно определить интегралом

р о

*о * J & (т )е 1 с  
о

Предположим также, что время наблюдения значительно превышает 
время корреляции

т » г 0
Так как при Т > То , то основной вклад в ин
теграл вносит окрестность (О, to) точки О В пределах этой 
окрестности Т Щ т  тс есть отношение “̂/j- «  /
и им в подынтегральной функции можно пренебречь. В результате при 

Г »  *о



~{П —
или

&Л я= ES°6-2
* г  Т

Чтобы временное среднее одной выборочно» функции эргодичес- 
кого процесса было близко к среднему по ансамблю реализаций, вре
мя наблюденгя - а оно здесь выступает как время усреднения выбо
рочной функции - должно выбграться с учетом условия

5̂Л7)
где 6 V C fr - желаемое отношение дисперсий, определяющее сте
пень соответствия среднего и среднего по времени значений. 
Соотношение (5.17) гмеет качественный характер, его конкретная 
форма зависит от вида корреляционной функции и в каждом случае 
должна уточняться.

5.6. Задачи

1. Найти корреляционную функцию (Т) для стационарного слу
чайного сигнала

l= (t)= A n i Sin(o>ot *9»
где А т  и Oiо - постоянные аотиштуда и угловая частота; </ -
случайная начальная фаза, равномерно распределешюя на интервале 
Г-зг JTJ
Ре'аеяио. До о"ределению корреляционной функции (2.10) имеем

Нщ (г) = < а  +т)> - < ц а )> в
Поскольку зг
<ЦШ>= I An Mn.(u>0i = 0 ,

-ж
то

ж
И  (Т) =  ] А / п  +

Учитывая, что ~ [C06(oL-Jb)~ C04(d+fi)] ,
находим



- ш  -

(Т) - ^ C O itd o t

2. Найти коэМицкент корреляции Д в у х  функш'й случайной
переменной у> : Л * СЛ-' у> и если у> рас
пределена равномерно на интервале [-Ж, Ж]

Ответ: = 0, т.е. X и ̂  некоррелированы, хотя между
ними есть жесткая связь (Xs + y s = / ) но связь эта нели
нейная.

3. Два радиотелескопа ведут наблюдения за источникам X и г/ 
для выяснения коррелированное™ их радиоизлучения. Напряжения на 
выходах радиотелескопов имеют вид

U(i)=xU)+°ty(*) ; = +y(i)-
Коэффициент ос определяет возможность попадания сигнала от со
седнего источника в канал другого радиотелескопа. Определить, при 
каком значении коэффициента о£ может бнть сделан неверный вывод 
о некоррелированности радиоисточников JC и у

Ответ: Из условия некоррелированности сигналов 0 следует

[ 6 ^ 3

2 Ялу
4.Доказать, что случайный процесс

л(у) =• а. соа ь)р i + Bsin tdDi
является стационарным в широком смысле в том случае, когда случай
ные величины & ж & взаимно некоррелированы, имеют нулевые 
средние и равные дисперсии.

5. Даны корреляционные функции, описываемые выражениями
i A t * * * 3 А / Ц  + **Та\ ;

[d iln . сг г] /о* 2" Найти время корреляции для указанных 
корреляционных функций.

Ответ: 2М  ; W/Ы. ; Ж/<Ы.

6.Дискретный случайный стационарный процесс представляет собой 
последовательность прямоугольных импульсов одинаковой высоты и 
случайной длительности. Возможные значения процесса 0 и 1. Точки,



- ш -

в которых происходит смена значений,- точки "опрокидывания" - об
разуют последовательность, подчиняющуюся закону Пуассона, т.е. ве
роятность Рп (£) того, что за время i произойдет ровной "оп
рокидываний" равна

е •
где Jt - среднее число "опрокидываний" в единицу времени. Найти 
корреляционную функцию, коэффициент корреляции и время корреляции 
процесса. -ajL/t!

Ответ: М(Т) -  0 ,2 5  €

7. Найти корреляционную функцию и дисперсию случайного теле
графного сигнала, который может принимать только два значения

О. ъ -О. Смена знака происходит в случайные моменты времени, 
распределенные по закону Пуассона (ом. задачу б )

8. Определить корреляционную функцию и дисперсию случайного 
процесса п.

Аисаа<ь>м* +£м) *
где и)# - извеотнне величины, Af , As ,А/г * 
взаимно независимые случайные величины. Начальные фазы Jby 

И. = f,Sr..,/L распределены равномерно на интервале [-ЭТ,тг] 
Средние квадраты амплитуд <г Аи*> ---= п  известны.

Ответ: Л
< А $ > с о б ^

9. Найти корреляционную функцию сигнала вида )=АСОдi  +(Р), 
если его случайная амплитуда распределена по закону Рэлея

.  -А а/2&*
f(A)*=^s £ 0 < А < °°

а случайная фаза <р распределена равномерно на интервалеС^^й*),
А и у> статистически независимы.
Ответ: „( r ) ~ e Jcodu>T

10. Найти корреляционную функцию сигнала
п.

л.(4) « £  Ах cc*s(tOi + ,
/
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где At, At . ,  А л  и &  , у>9 , (fn - взаимно независимы,
А^ t М = 1,2,..Л- распределены по закону Рэлея, - рав
номерно на интервале Го,ля-J,

Ответ:
Нл  (Т) =/z &е СОА СО ЯГ,

11. Найти корреляционную функцию колебания, обладающего случай
ной амплитудной модуляцией

Jc(i)=Ao if+ciW]c0i(b>„i+y>) ,
где o£.(t) - стационарный случайный процесо о функцией корреля
ции у> - случайная фаза, имеющая равномерное распределе
ние на интервале £ 0 , <ot> =0; ei и статистичеоки 
независимы.

Ответ: ^  (7)as ± А + ̂  (г;] сОАа>0 Г

12. Даны два случайных нормальных процеосалс/^.) жу(£) Из
вестны их дисперош <5̂ ? = = / и коэффициент корреляции
Показать, что процессы л  (4 ) и Ult)=уИ)~ЛлИ) становятся 
статистически независимыми при Q. -  @ху •

13. Найти взаимную корреляционную (ВКФ) функцию ограниченного 
сигнала л ,  (4) произвольной форум и "узкого" импульоа, который 
может быть представлен функцией Ла (4} S'ii  - to )

Ответ: ^  5 (T) = S0 J t , ( +Г) т.е. ВКФ S' -импульса и сиг
нала £/(4) повторяет форму сигнала, но со смещением, равным to -

14. Процесс.* (4) является случайным гармоническим колебанием

л(4)  = А £06(сМ +<?),

А > О - случайная амплитуда с извеотной плотностью распределения 
fA (А) ; - олучайная фаза, равномерно распределенная на
L- я, ж] и статистически независимая от А 

Является ли процесо л (4) эргодичеоким по отношению к
а) среднему значению, 
о) корреляционной функции?

Решение.
) Среднее по ансамблю реализаций равно

<л> = < А> < &&б\сд 4 +\Р)> = О



Среднее за время Т равно

J  * j- J catLdt +tf>)cLi =Jy- lUn.ltdr+y>) -  siatpl
Теким образом, “ & следовательно,, процесс jef^) -
эргодическин по отношен™ к среднему значению,

6) < А г >
Ил_ 1т) = — --  С0би)Г •

AsTt/d^i , t  *т) = — ^coAlo>t+tp)a>iicoi+aT-rtp)cL4 = 
о

2 лб
_ —  . fiUn (S со Т-пйТ +2fp)-Sin (o)T̂ sg>)]-t —coa o)r 

2AT 2

Таким образом,
—  A s <A >tim  COdtOTjt ——  COAidT

r~* <M " *■
Следовательно, процесс JC.(i) не эргодический по отношению к кор
реляционной функции.

15. Является ли случайное гармоническое колебание

л И )  = а  соз а л  +tp).

где й. - постоянная амшгктуца, а. </> - случайная фаза, равно
мерно распределенная в интервале f-ar,wj эргодическим по отно
шению к корреляц энной функции?

Ответ: Процесс л ( i)  -  эргодический по отношению к корреляцн- 
онной функции.

16. Исследовать на эргодичность по отношению к среднему значе
нию случайте процессн со следующим!' корреляционными функциями:

в) # (?)*/ } е~оС,Т>;

в) tf(T)=WD $(Т ), ("белый" шум)

Ответ: Оба процесса эргодичес!'1 е по отношению к среднему зна
чению.

17. Классифицировать по признакам стационарности и эргодичнос-

-<33-



ти процесс Ц+) *у в котором л.(4) - стационарный
эргодическигй процесс, а у  - случайная величина.

Отпет: Процесс Л ( t  ) - стационарный, не эргодический.
18. Выборочный коэффициент корреляции, вычисленный по выборке 

объема/7»/©, равен & = -0,64. Найти 90?-ныЙ доверительный ин
тервал для коэффициента корреляции Q

Решение.
По таблицам -ЛхЬЛ. Jt находим

j* = J z M  5  =dztA  (-0 ,64 )=  -JtxiA  ( 0 ,6 4 ) = - 0 ,7 6 .

По таблицам нормального распределения

^V-s* ~ ^ 0,SS  ~ //* ̂
Следовательно,

. Р , * 6 - - £ Ж  < - о , ? б
i/6-э УТо^З

ИЛИ
~ /,Л 8< А vtA. в < - 0 ,/ 4  

Снова по таблицам ji t iA  л  находим 

-0 ,98/ < G <-О, /30
19. Построить доверительный интервал для коэффициент корреля

ции по следующим данным:
а) Е = 0,687 (выборочный коэффициент корреляции);

Л  = 5 0  (о<5ьем выборки) i 
Р = f - o t = 0,95 (.доверительная вероятность);

б) Ё> ш 0,71; /I = 28; р  = 0,95,

в) В  » -0,36; П = 28 /О = 0,99,

г) М - 0Д14; П = 300; р  - 0,99.

- 1 М -

5.7. Корреляционный анализ случайного 
процесса

Раэдел содержит описание лабораторной работы, целью которого 
являетоя моделирование на ЭВМ случайного процесса и анализ его
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корреляционных свойотв. Работа выполняется о применением диалого
вычислительного комплекса. Первая часть работы теоретическая, со
держит краткие сведения, необходимые для выполнения второй, прак
тической части. Приведенные базовые программы составлены на язы
ке Бейсик.

5.7.1. Моделирование случайных процессов 
с заданной корреляционной функцией

Наиболее широко известным методом моделирования случайного 
процесса JC ( i) о заданными корреляционными свойствами является 
метод линейного преобразования. В основе этого метода лежат сле
дующие соображения. Предположим, что преобразуемый сигналу (■£) 
подается на вход линейного фильтра, свойства которого описнвавт- 
ся переходной функцией &(£) На выходе фильтра регистрируется 
сигнал ^

л Ш  =  j А
о

Если Щ 14) представляет собой стационарный случайный процесс, 
среднее значение которого равно нулю <Щ4)> =* 0 а масштаб кор
реляции пренебрежимо мал (шумовой сигнал), то можно принять

то есть считать дельта-коррелировэнным случайным процессом.
В этом случае корреляционные свойотва выходного сигнала будут 
полностью определяться переходной функцией фильтра. Действительно, 

it  i s
<jl Ы,Шг)> ’Ш '$А  ( ip - iH)oLi

о о
и если учесть дельта-коррелированность Ц(ё) ,то для

£ t
< =J A  fadr, - i ')G s ,

D
то есть функция корреляции выходного сигнала определяется сверт
кой переходной „функции фильтра. Очевшшо, что при этом мроптаб 
корреляции JL ( i ') зависит от длительности отклика линейного 
фильтре на импульсное возбуждение или от инерционности йи^ьтрэ.

При цифровой обработке результатов изменений каждая реали-ьа-
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ция процесса характеризуется дискретной выборкой значений в мо
менты времени £п /г. = 1,2,,.,,У В рассматриваемой задаче от- 
счетные моменты нужно выбирать так, чтобы интервал дискретизации 
превышал интервал корреляции процеооа If 14) но при атом оста- 
валоя малым по сравнению с интервалом корреляции л.(4) г ли по 
сравнению с длительностью отклика фильтра на одиночный короткий 
импульс. Будем считать, что выборп , Щ j^) и
Зс (л,,Jt.e*■■,'**»/) полученные в отсчетные моменты 4,,4е ,...,4^
построены с учетом этого условия. Заменим приближенно операции ин
тегрирования суммированием и запишем пшеРяов преобразоврние в 
следующей йорме

Jc-i = L a ie*i£ л ге = О для £ *£ ,£=/
или •? =Л £
Поскольку значение моделируемого процесса J t i в момент времен» 

■il определяется реализовавшимися к атому моменту значениями 
%() то матрица j i  является треугольной

<5-18>

+ateKs i

ЛА - ° 3 / k +aj 3  $ 3  “ т’д *
Метод цифрового моделирования процесса и. (4) с заданной кор

реляционной связью б  (in,t/n )= @n/n. мекду значенчями в момен
ты in . f i -  1,2 состоит в подборе такого преобразова
ния л  случайных некоррелированных величин/^,, ,
чтобы получившиеся из ыих величины (а.,,л£ , . . . ,л ^ / ) имели задан
ную корреляционную связь & лт. . Элементы &пт. мятрипы ^  най
дем из условий

< Л/г. Лш > = Qл/п •

< >̂/п̂  ~ $п.т.

.•ли , .У  -V

9 * .f1 ** /7г
/ - Л =/77

У  м’
< 'Х-п.'Х-/п> ~ /п-М ,



^  и/ ^

2- Q - n l  & / П М  £>p ^  =  H  ^ f l t  A * n t{=<*-' e e=/
Пусть <£■> =0. Тогдт < sjc > = 0 и 

Ж

/ w  йпе a 'n e  =
В развернутом виде предлагаемы!! алгоритм сводится к последователь
ности вычислений: — ,

г а„  «тГоу, ;

Q-ii = &S2 • a 2s - а е*- ;
V

£  O-st ~ ! CLi f s Q a /&a  i
t=<

L &зел /е ~ ’ й з !^ f^3i/О-// »

L  a-и au  = an Qi t ra33at s = а.зд^ зг -л31аа,)М аа;

- 4 » :Л .------------- .

£-  ̂a 3t ase = @зз » л зз =V^33 ~aA  >

и т.д. [ s i

~i Ъ ? -

5.7.2. Моделирование процесса с экспоненциальной 
корреляционной функцией

-oL)Tl
Для экспоненциальной корреляционной функции к(т)~ £ 

при равномерном шаге опроса Н > it~fiH  ; i t = т  И)
/) _ Г п-/п

элементы корреляционной матрицы запишутся в виде Ы.пт с
-  еС Н

где Е  ̂ £ , п ъ т  Тогда для элементов матрицы прсобразо-
вяния /  - {&iy} получим следующие выражения

а „  * t :



&jf = s f ;

ajS = V7::W*' ;

^ E *  ; 

0,3 = (£ -£ 3)/Q =* E ( t - E s)/Q = EQ i 

0зз-)//-Е*-£га 2 = f t /-£*)</+£*) -F*Qe'~

= т/<2г(/ + £2)-£*<2* =Q
и т.д.

Моделирование отсчетов случайного процеоса с экспоненциальной 
корреляционной функцией сводится теперь к последовательности пре
образований (5.18) следующего вида:

= Н/ *
Лs = b ,F  + Ss Q ;

= b f E 2 + e,BQE  

b t F* + kt 4E*+*.a CtE +**0. i

- i  3*-

•**” F  " + %S QE ~ + ■■ ■+$l Q.
Таким образом,

л * л */ *
J!* = je , f  + kjaQ i 
JC3 -Jts E  + Q » (5.19)

- Генератор случайных чисел по команде QnL  (Jt) выдает рав
номерно распределенные случайные числа в интервале £0,1]. Числа 
некоррелированн, а их дисперсия равна

« £  « < * * > ^ ^ ~ ( г ) г=/г '
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(т -к - ^ ^ )  = 1 И <$> = 4tz)
Нам же для моделирования отсчетов JLi по формуле (5.19) нужно 
иметь некоррелированные отсчеты £  • центрированного (< £ > = 0)
случайного процесса с единичной дисперсией, т.е. должно быть

* М/п ̂  =  З/г/п
Преобразование

4 1 =2#Л/£(0> - /
моделирует отсчеты случайного процесса с нулевым средним значени-

от < 4> =0. [-Л

с диоперсией

я »
т.е. (Г§~/ЛТ.
Наконец, преобразование

5/ =
моцелирует отсчеты центрированного случайного процесса с единич
ной дисперсией ( ^ = 1 )  что нам и было нужно.

Теперь по формуле (5.19} можно моделировать реализацию случай
ного процесса с экспоненциальной корреляционной функцией.

5.7.3. Автокорреляционная функция

Полученную выборку л /з л 3 , . л ^  объемом -У будем теперь 
рассматривать как j / последовательных отсчетов реализации слу
чайного процесса л  ( i  ) длительностью Г  * J/Н полученных 
в моменты времени

t ^ i H  , I = 0,1,2,...,.//
где Н - inar опроса.
Будем считать, что процеос л (i) обладает свойством эргодично
сти. Действительно, л Н ) получено линейным преобразованием ста
ционарного случайного процесса £ ( t ) неразложимого на какие- 
либо составные процессы, т.е. эргодичеокого. Линейное преобразо
вание не нарушает свойство эргодичности. Числовые характеристики 
эргодического случьЛного процесс? могут быть приближенно опреде
лены не как средние по множеству наблюдений, а как средние по 
времена i  В частности, выборочное? средне^ значение может
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быть вычислено по формуле

£  - -[zL A liH ).
Jr i а /

Аналогично можно вычислить автокорреляционную функцию для значе
ний Т ~ 0 , Н ,  2 Н  И т.д.
Для этого удобно предварительно "центрировать" заданную реализа
цию, т.в. вычесть из нее среднее значение

yd)-JL(i) - I

Тогда выборочная автокорреляционная функция может быть вычислена 
по формуле

И у  (М ) 1Ц +1)'» } (5-20)

Число слагаемых в суше равно не -V a j / - i  таи как в нашем 
распоряжении только j / ~ I отсчетов второго сомножителя

Следовательно, увеличение разноса i Н моментов времени в аргу
менте автокорреляционной функции сокращает объем выборки, по кото
рой ведется усреднение. Это обстоятельство накладывает ограниче
ние на величину разноса

/ или Т
где Т - время регистрации реализации процесоа и интервал времен
ного усреднения.

5.7.4. Выбор интервала временного усреднения

Итак, будем считать, что «V отсчетов произведено на интерва
ле [О, Г] о постоянным шагом Н так что Выборка
объемом W характеризует реализацию случайного процесса у<*) 
имеющего интервал корреляции Та =//«*

Нужно по измеренным значениям рассчитать автокорреляционную 
функцию

<у{4,)уЦ 3У> =Му(г)

Z = i < - t s Q = LH . i  =0, /, S,.
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Определим необходимый размер выборки и процедуру усреднения.

В нашем распоряжении одна реализация, поэтому среднее по выборке, 
характеризующей ее, это фактически среднее по времени, близкое к 
среднему по ансамблю реализаций только в том случае, если процесс 
эргодичеокий, а интервал усреднения достаточно' волгк. Как извест
но, интервал временного усреднения должен определяться, исходя из 
неравенства Т »  Gr где (Г* - дисперсия пронесся. Это зна
чит, что длительность регистргруемой реализации должна тю много 
раз превышать интервал корреляции. Действительно, п р о ц е д у р а  усред
нения по конечной выборке значений будет давать достаточно точный 
результат, если число значений велико н все они ст.ятист;гчески не
зависимы. Статистическую независимость значений можно грубо обес
печить, выбирая отсчеты, отстоящие друг от друга на интервалы, 
превышающие Т~0

При единичной д.-сперсии процесса {Gy = 1) таких статиспгчески 
независимых значений мокло взять 50-100. Поскольку каждое значение 
должно отстоять от соседних во времени па крайней мере на интер
вал корреляции Та то отсюда заключаем, что длительность ре
ализации должна равняться (50 -100 )*~0

Пусть для определенности Т = 50 Т0 В то же время, чтобы 
достаточно точно воспроизвести форму функции корреляции, нужно 
нг. интервале корреляции иметь, как минимум, 3-4 точки. Ограничим
ся тремя тсччами, разнесенными с дискретом Н Это значит, что, 
к примеру, Т0 = ЗН Т=&0То = /SOН так что выборка должна 
включать в себя значения процесса y d )  в 150 точках С = 1Ь0).

5.7.5. Задание к работе

1. Используя функцию J2/JD(JC) смоделировать реализацию слу
чайного процесса, корреляционная функция которого имеет вид

-ellTl

определив ее выборкой значений объемом «У
Построить графики реализаций при трех различных значениях мас

штаба корреляции £Ь = /Л* например, t~0 = 3; 5; 7.
Сопоставить полученные реализации и грубо оценить масштао 

флуктуаций.
2. Выбрать интервал временного усреднения (объем выборки ) для
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расчета автокорреляционной функц.смоделированного процесса.
3. Рассчитать автокорреляционную функцию смоделированного про

цесса. Построить график.
Рассчитать ” указать на графике доверительный интервал. Срав

нить полученные значения с теоретически ожидаемыми. Объяснить при
чины расхождений.

5.7.6. Форма отчета

Отчет должен содержать:
- задание к работе;
- программы моделирования случайного процесса и расчета автокорре
ляционной функция;
-графики реализаций случайного процесса;
- оценку интервала временного усреднения;
- графики автокорреляш'онной функции смоделированного процесса
с уназпгаем доверительного интервала и теоретической корреляцион
ной функции.

5.7.7. Базовые программы

Подпрограмма (600-699J генерирует J/ отсчетов центрированного 
случайного процесса с заданной корреляционной функцией 

„  , -oLlTt -Ы.ГН „ ,
Mi?) = е = е s/Qfr)

и заносит их н массив Y( N)

600 DBM НОА ЕЛ UDO A A HUC 
610 S = SG/fl3) \ =

620 У(Ф)=*2» 6ЫВ(Ф)*6 -S  
630 FOf) Га 1 ГО N\ У(Г)*У(Г-1)*Е + 

2 *QNDM)»Sf - J/  
640 РбГПГ "у ("Г ") = " у  (Г) \ NFXTf

699 Q F ruetV
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Подпрограода (700-750) вычисляет мао сив объемом Л'/ значений 
автокорреляционной функции M(flti)

700 RFM АВ ГОНОР.
710 FOB Г-Ф ГО N4\S~f> \ H - N - I
720 FOR J= Ф ГО I f \ S - S  + m\»Y(J+I)\ NFAT J  
730 К (Г) -3/Т/\ /VFA Г Г
750 RFTUO/v

Главная программа

10 ЛЕМ ГЛАВНАЯ ПРОГРАММА 
15 DIM К(Р01, Г(Зфф)
20 PAMOMT2F
30 РОТА/Г "Объем 6b/SOPUU N* ",\i n p u t  л/
35 PRINT "ШАГ Н-.вР/ГМЯ *ОГ>-ЦЫиА-".\ГА//>игМ,А 
40 £=FXP(-H/A )\ 8 'bSQ/Q (/-£■*■£) I 
50 Р/2ГЛ/Г*ОБЬеМ HACCURA ПОЛ Ф-ЦЫИ Л'/= " \ТЛ/Р1/Г Л У  
60 COSU& 6 00  \ RFM МОД£ЛИРО&АНИР 
70 е о т а  7ФФ\ й гм  аь/чнслгниг ко р. 9>-ци*
80 PBTNT * TFOPETtJV. R U в ЫБОРЫ/М. /£ НОР. Ф-ЦШ4 "
85 /Р=Л FOG Т=ф ГО N/\PRlNr*e("r%"R,"H('fi~"K(l)
90 R =Q*-e \ NSAT т 

95 STOP

5.8. Спектральное представление стационарного 
случайного процесса

Степень корреляции и статистическая зависимость значений слу
чайного процесса в разных сечениях, разнесенных на интервал , 
непосредственно связаны б представлением о некоторой средней час
тоте флуктуаций, которую после введения времени корреляции мож-
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но рассматривать как величину, обратную Т0 Это первый шаг к 
рассмотрению спектрального состава случайного процесса, к анализу 
того, какие частоты г. в кшсих соотношениях преобладают в его стру
ктуре. Спектральные представления процессов играют важную роль в 
радиофизике, на их основе созданы физически наглядные и эффектив
ные методы анализа дететминированных сигналов i полой. Представ
ляется естественным pact росттшить их на случайные процессы. Од
нако то обстоятельство, что амплитуды и фазы спектральных состав
ляющих при этом оказываются случайными, вносит существенные от
личия в методы и придает иной физический смысл результатам. Рас
смотрим спектральное представление и овойства стационарных слу
чайных процессов.

Пусть Ц(£) - стационарный случайный процесс, наблюдаемый на 
отрезке времени Г 0» Т 1 Для удобства будем считать его центри
рованным < > = 0. Выделим одну его реализацию (+) н
применим к ней в пределах времени Г преобразование Фурье, при
няв за начато отсчета времени / среднюю точку интервала 

г / г
J M r(to) = j  Ц^И)£11Л OLi O l6(-oo,oо). (5.21)

-г/а
Заметим, что обратное преобразование восстановит реализацию 
только на интервале наблюдения

~ ОО

а за его предела» дает нулевой результат. Функция 5цг 
спектр одной реализации яа время Т Если таким образом опре
делить спектры всех возможных реализаций, образующих ансамбль 
случайного процесса Щ (t) то получим множество реализаций слу
чайного спектра Зг (<̂ ) за время Т В совокупности этот ре
зультат представим следующей записью 

Г/2
6т(сО) = J  (5'22)

-Г/2
Функция 5Г (со) - комплекенгя случайная Функция. Ее сриднер зна
чение равно Г/Р ш Г/2

< 5 г (и)> = < J  d t >  = J <  ^ j i ) > e ll0ircit
- r/s -Т/2
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поскольиу операции интегрирования по переменной £ и усреднения 
по ансамблю реализаций обладают свойством аддитивности и порядок 
их выполнения можно мр н я т ь. Для центрированного процесса^//;>= О 
и, следовательно, < 6 г (и>) > = 0. Комплексное сопряжение случайно
го спектра меняет знак у переменной а) :

5 £  ( с о )  о  J r  ( - 10 ) .

Если Г » Т 0 то интеграл (5.221 можно представить суммой 
большого числа интегралов, статистически слабо связанных друг с 
другом. Для этого достаточно разбить интервал С- r/% w т/г J на 
отрезки длиной примерно Та и по каждому из них выполнить инте
грирование отдельно. Следовательно, согласно центральной предель
ной теореме, случайный спектр является асимптотически нормальной 
функцией oi и его свойства в значительной степени определя
ются средним значением < 5 г (и>)> и функциями частотной корреля
ции <6Г(ь>,)Зг (‘ г̂)'> и < 6r  (u>,)Sr*~(u)s )>

5.8.1. Корреляция спектральных составляющих 
процесса

Рассмотрим корреляцию двух спектральных составляющих, рассчи
тав значение функции

т/а Г/г . , . .*
< Jr (u),)Ar (u>t »  = J cLi J e t t  <Ц(* ) $ ( t u)'>£

- %  - T'i
Если ста июнарный fipoueoc % (■£) имеет корреляционную фикцию 

A'(t) =»<Уа fi(T) то

J J  cLi'cLl" к i i {")£1

Перейдеь', к новым переменным (см. раздел Ь.4,2)

Область интегрирования в плоскости.(t  , i  ') и ее отображение на 
плоскость ( f } показали на рис. 5'.4. После вычисления внутрен
него интеграла по переменной ис. получим



- ш -

<Зг (ь),)Л?(и)г )>= \cLrM(T)i --------- ------------------J &>, - о)*
~T ~S.

Если Г  »  {а это условие, как правило, во многих задачах 
выполняется), то шзмер окрестности /С/;в t D вносящей осно
вной вклад в интеграл, относительно невелик, в ее пределах 
г это позволяет пренебречь в подынтегральном выражении /Г| по 
сравнению с Г а также заменить пределы интегрирования на + оо
Обозначим . ,

.  о > , - о > а  г

Br (cO,-u>s ) ^ -  (5 .23)

2
Как известно [ 2 0 ]  это один из непрерывных аналогов де/гьта- 
функции, обладающий овойством

во 00 О
Путь ГЩ ) {У -У оЩ  =  ]9  Ц)8 Ч-Уо) t y  = $  (У о) ,
Г-°°-  оо - в о

где $ (у ) - любая непрерывная абсолютно интегрируемая функция. 
Тогда

со . ( _
<Зт(еО,) Jr*fa>s )> =  2 ж ] CLT U (T)t ' <?г  (cdt -a>2)

- оо
Введем в рассмотрение преобразование Фурье корреляционной функции, 
определяемое двойственным соотношением

оо

W (&) — J M{t)£L CLt (5.24)
— оо

оо ,
НГ£)=~[г j w ( a ) £ L03 dco.

- оо
С учетом (5.24) корреляционная функция комплексного спектра слу
чайного процесса за время наблюдения Т равна

<6г (ь)*)3*(ь>2 )> =2 ЗТ W(ai,)<Pr (u)/-u)s ) .  (5 -25)
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Функция (5.23) имеет ярко выраженный главный максимум, ширина 

которого равна & и определяет в (5.25) чаототный интер
вал корреляции спектральных составляющих. Прг увеличении времени 
наблюдения интервал корреляции уменьшается и в пределе должен был 
бы обратиться в нуль. Однако предельный переход невозможен для 
случайного спектра fa>) ; процесс Щ (£} стационарный, дис
персия его флуктуаций с течением времени оотается неизменной, так 
что предельное значение интеграла ( 5.22) не оуществует. Однако в 
любой конкретной задаче всегда можно указать минимальный чаотот
ный интервал А начиная с которого меньшие различия двух
частот несущественны и практически считаются нулевыми. Если время 
наблюдения Г > 2зт /Л ь)/тг то интервал частотной корреляции 
становится пренебрежимо мал, и спектральные составляющие на любых 
двух различных частотах оказываются некоррелированными - статисти
чески независимыми при их нормальности. В этом смысле принято го
ворить о дельта- коррелированности ( некоррелированности на несов
падающих частотах) опектраяьных составляющих стационарного случай
ного процесса.

5.8.2-. Энергетичеокий спектр процесса

Формула (5.25) отражает замечательное свойство стационарных 
случайных процессов, придающее важный физический смысл преобразо
ванию Фурье W(t*>) корреляционной функции как средней спектраль
ной плотности флуктуаций.

Рассмотоим (5.25) при совладеющих частотах Из
(5.23) следует, что

Um £Г (^  ’

Напомним, что этот результат получен при условий Т ^  .
Средняя интенсивность спектральной составляющей Sj- ) , на

копленная за время наблюдения, возрастает линейно при увеличении 
Т Отношение

-L <15г (и>Ц*> = \*/(ь» , Т » Г 0 (5.26)

остается при этом конечным и определяет Y/(U>) как среднюю спект-
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ральную интенсивность флуктуаций, накопленную за единичный отре
зок времени, то есть спектральную плотность флуктуаций.

Этот фундаментальный результат ооставляет содержание теоремы 
Винера- Хинчина и дает основание назвать Wfw>) энергетическим спе- 
к т р о щ  флуктуаций случайного процеооа: энергетический спектр флук
туаций и корреляционная функция стационарного случайного процесса 
связаны интегральным преобразованием Фурье (5.24).

Из (5.24) и (5.26) следуют основные овойства энергетического 
спектра флуктуаций.
1. Значения энергетического спектра действительны и неотрицатель
ны

И и)е(-оа.оа) (5.27)

Это очевидно из (5.26). Но обращаясь к ( 5.24), мы приходим к зак
лючению, что не всякая четная функция, достигающая абсолютного 
максимума при Т = 0 и убывающая при Г-* <» может считать
ся корреляционной. Непременным условием, которому должна удовлет
ворять корреляционная функция, должно быть то, что ее преобразо
вание фурье - функция действительная и неотрицательная. Заметим, 
что это соответотвует свойству положительной определенности (5.4) 
корреляционной функции, которое для произвольной комплексной фун
кции f  ( i ) , определенной и квадратично интегрируемой на интерва
ле^ Т/р т/2 ] , записывается в виде 

r/s r/i
Jdt'J cL U ') U(i Lt") £*(i ") ±0 (5-28)

-T/2 -Tfz
2. Интеграл от энергетического спектра по воем частотам определя
ет интенсивность флуктуаций - диспероию процесса

оо

&е = //(0)= £  Jw (co)d u ) (5.29)
-  ао

3. Из четности корреляционной функции отационарного процесса сле
дует четность энергетического спектра

VJ(ui) =W(-co) . (5.30)

Залетим, что физический смысл имеют только положительные частоты
О.) О Применение показательной формы интеграла Фурье приво- 

ньт к раз,на>1ению спектральной плотности на две составляющих и чет-
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ному продолжению энергетического спектра на отрицательные частоты. 
В целом спектральная плотность флуктуаций на чаототе о) опре
деляется суммой

Wlu» + и/(-и» = 2VHo>).
4. Ширина энергетического опектра флуктуаций 'S2a и интервал 
корреляции Т0 овязаны обратно пропорциональной зависимостью. 
Определим интегральный масштаб ;лширину энергетического спектра 
флуктуаций £2о стационарного случайного процесса как основание 
прямоугольника, высота которого равна максимальному эиачвшх спек
тра U/(u)o), достигаемо!.iy в точке и)о а площадь равна площади
фигуры, ограниченной кривой W(ui) при и) О и осью О to

(рис. 5.6.) :
оо
f IJfu»dU> ЯЪ* (5.31) 

Wtu>o)

-сд

W(u)0)
Здесь учтено равенство С5.29А 
Примем опредслоние (5.5) интер
вала корреляции V0 и ,  учиты
вая определение (5.24) энергети
ческого спектра, запгшем

W(Q)
2(?е (5.32)

теперь очевидно, что

О  т  = — v/(0) ° 2 ИКи>0)
t&n&t ■ (5.33)

Если энергетический спектр флуктуаций оооредоточен в области ниэ- 
и  х чаотот и достигает максимального значения в точке &) = 0, то 

J2a TD = Я/2 Значение константы в правой чаоти (5.33) за
висит от принятого определения маоштабов S la и и от формы 
энергетического опектра. Но обратная пропорциональность Q0 и £0 
вытекает из общих свойств преобразования Фурье (5.24), то есть 
чем "шире'1 спектр, тем "уже" корреляционная функция.

В заключение рассмотрим стационарный случайный процесс о отлич- 
1шм от нуля средшш значением. 11̂ едставляя его в виде суммы регу
лярной составляющей<£■(&>и фч>ктуадаоиной добавки

S s - i t ) =  - < %(£)> ,
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вычислим начальный момент второго порядка

< щ (*,)ь а я)> -  с $>г + a ,  -irs ) -  т г  ( 4, - t 5 ).
Применим преобразование Оурье по переменной Т - i 2 в ре
зультате получим полный энергетический опектр процесоа

W  ( _
J L СлУ ?  _ rt

/7г3 (Т)б а .?  = <ЦУ1$(М) + W p lto ) . (5.34)
■» оо

где первое слагаемое включает дельта-функцию и, таким образом, 
описывает дискретную линию энергетического спектра процесса на ну
левой частоте, соответствующую регулярной составляющей, а второе 
слагаемое - энергетический спектр флуктуаций, связанный по теоре
ме Вкнера-Хкнчина с функцией корреляции

5.9. Линейные преобразования стационарного 
случайного процесса

Шумовые помехи, накладываясь на полезный сигнал, подвергаются 
вместе с ним преобразованиям в устройствах различной сложности.
В наиболее проотых случаях это, например, линейное уоиление оигна- 
ла, дифференцирование или интегрирование. Названные преобразования 
относятся г классу линейных, которые в общем случае описываются 
линейными дифференциальными или интегральными уравнениями. На пра
ктике преобразования, осуществляемые многими системами, можно рас
сматривать как линейные или при определенных условиях допускающие 
линеаризацию.

5.9.1. Производная случайного процесса

Для стационарного случайного процесса, корреляционная функция 
которого зависит лишь от разности аргументов, условия непрерывно
сти и дифференцируемости в среднеквадратическом (см. раздел 2.9) 
сводятся к непрерывности и дифференцируемости функции одного аргу
мента - (tr) в точке Т = 0; для существования производной 
порядка п. необходимо к достаточно существования производной кор
реляционной функции (Т) при Г  = 0. Дифференцируемость
стационарного процесса £ (4) в какой-либо одной точке, очевидно,
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означает его дифференцируемость при любых значениях t

иреднее значение производной стационарного процесса равно ну
лю

= 0 .  (5.35)
C L  г

Корреляционная функция производной, оогласно (2.37), равна

<*) = -//" гг), (б.зб)

дисперсия
(5.37)

В совпадающие моменты времени стационарный процесс и его произ
водная нексррелированы

=0 , (5.38)

?■*()
1 и исходного процессаЭнергетические спектры производной (t  

связаны соотношением

W^/(eo) = <- § / f £ w t ttATcL* -  и)е и/^(м). (5-39)

Поскольку дисперсия производной, как следует из (5.39), может 
быть представлена интегралом

“  (5.40)^  = /  и)я (tC)cLui

то для дифференцируемого процесса спектральная плотноеть (со)
должна убывать при высоких частотах быстрее, чем и>~А ; в про
тивном случае процесс будет недифференцируемым.
В заключение отметим, что дифференцирование процесса не нарушает 
его стационарности.

5.9.2. Линейная инерционная система

Пусть линейная система, параметры которой не меняются во вре
мени, осуществляет преобразование входного случайного процесса 
Щ ( i ) описБПзаемое линейным дифференциальным уравнением с посто
янными коэффициентами
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где L - соответствующий дифференциальный оператор. Это уравне
ние при заданных начальных условиях определяет краевую задачу, ре
шение которое l , ( i )  списывает процесс на внхсде системы. Бели 
сформулировать вспомогательную краевую задачу для уравнения

L k i t )  *8(1)
при тех же начальных условиях и найти ее решение А  ( i  ) , кото
рое в теории дифференциальных уравнений называется функцией Гри
на, то процесс £(i) после преобразования может быть определен ин
тегралом DO

(5 .41)
- оо

Функцию Грина АЫ)называют также откликом системы на мгновенное 
импульсное воздействие или импульсной переходной функцией. Отклик 
системы в соответствии с принципом причинности не может возник
нуть раньше момента i  = 0, в который на вход системы поступает 
импульсный сигнал, поэтому А (4) = о  при i  < О и формулу 
(5.41) можно записать в виде

i a ) ~ I  ш - М ы г ш '
© о

Назовем частотной характеристикой системы или пепедпточной 
функцией преобразование Фурье ее отклика на <Р -импульс

Н (со)= °1Ш )е1о>1сИ <5-42>
— оо

Отметим два овойотва частотной характеристику. Во-первых, посколь
ку отклик A d ) - функция действительная, то

Н(Ы) = и  (5.43J

Во-вторых, /4 (4) = 0 при i  *=■ О а это значит, что

Н(и>) ° J  А (4)2 oLi
о

есть функция аналитическая в верхней полуплоскости Jm c J > £[*&], 
где С выбирается о таким расчетом, чтобы прямая УтсА = С в 
плоскости комплексной переменной ОУ проходила выше всех осо
бых точек частотной характеристики И (и)) При этом обратное
преобразование Фурье имеет вид
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lC -*o
гда £'*£ f 20].

<5-w

5.9.3. Энергетические характеристики процесса после 
линейного инерщ'.онного преобразования

Среднее значение процесса % (i) (5.41) на выходе линейной инер
ционной систем! определяется интегралом вида (2.39), который при 
преобразован!’!' стационарного процеооа S-(t) системой с постоянны
ми параметрами равен некоторой постоянной величине

< !  > = < $ >  / h(T )olT (5.45)

Корреляционная функция Ц4, i a ) для этого случая определяется
интегралом (2.41), в котором функция А /г) имеет смысл им
пульсной переходной функция п зависит от разности переменных i,~i3

SO  Ю

и , ( ь . ь ) = a ,  - i  ')А и * - п и к а ' - 1 “)
* -оо - ОО

Сделаем замену переменных интегрирования t , ~t ' - t 1 =TU 
к преобразуем интеграл к виду

ОО

Л  А  1Т‘)Ь(ГЖ  U r ^ r U r ' d t ^  ( t r i s). (5.46)
•- оо

Формулы (5.45) и (5.46) показывают, что стационарный случайный 
процесс в широком смысле преобразуется системой о постоянными 
параметрами тг.кже в стационарный в широком смысле процесс.

Учитывая определение 15.42) частотной характеристики системы, 
запишем (5.45) в следующем виде;

< <f > =И(0}<Щ> (5.47)

Заметим, что согласно (5.43) значениеН(О) является действитель
ным. Это соответствует определению £ (ё) и С,(£) как действитель
ных процессов.

Преобразование Фурье по переменной T = it - i s
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опрелеляет энергетпчеокиД спектр выходного процеоса

-Оо
Модуль частотной характеристики | Н(со) | называют амплитудно-час
тотной характеристикой системы. Предавая различные "веса” спект
ральным составляющим сигнала, она характеризует частотную избира
тельность системы и определяет ее полосу пропускания. Введем по
нятие аМектгвной щитагны полосы пропускания системы. Щссъ\Н{сдт )\ 
максимальное значение амшпгтудно-частотнсй характеристики. Постро
им прямоугольник высотой \Н(с̂ т.)1̂  и шириной , такой, что

О О  ОО

I = 2 l\H(0i)\zcLcd
-оо О

и интегральный масштаб
оо

$ с  = — * 1----- ГВ  <5-49)

примем за эффективную ширкну полосы пропускания. Данное определе
ние, очевидно, аналогично определению интегрального масштаба энер
гетического спектра случайного процесса (см. 5.8.2.)

Пусть интегральный масштаб энергетического спектра (из)
входного процесса значительно превышает ширину полосы пропуска
ния системы J2C т.е. S2a »  J2C , так что в пределах поло
сы пропускания энергетический спектр (и)) можно считать практи
чески неизменным и равным (со)=и/0 Таксе упрощение приводит 
нас к задаче о преобразовании линейной инерционной системой белого 
шума с энергетическим спектром Wo и, соответственно, функций 
корреляции Wg J 1 f t ) В этом случае (5.48) принимает вид

(ь>) = )Н{о>)\!1\л/о ,
т.е. энергетический спектр процесса на выходе линейной системы, 
когда на ре вход поступает белый шум, с точностью до постоянного 
множителя совпадает с квадратом амплитудно-частотной характерис
тики системы. Интересен также результат вычисления функции взаим
ной корреляций белого шума Ц (i) поступающего на вход системы, 
и выходного процесса £ Ц)
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Нщ l i t ,* * ) =  W 0 $А.Ы гР)#(*-*ш)си'-\/оЬ&,-Ы .
-  оо

то есть функция взаимной корреляции с точностью до постоянного 
множителя совпадает с импульсной переходной функцией системы.

Отметим еще одно замечательное свойство инерционней системы. 
Если на вход узкополосного низкочастотного фильтра поступает ши
рокополосный случайный процесс,- то процесс на выходе фильтра все
гда имеет тенденцию к нормализации. Это положение является пря
мым следствием центральной предельной теоремы. Действительно, ес
ли S2о &с то, соответственно, длительность отклика систе
мы на мгновенное импульсное воздействие

© О

(б.бо;
Гс = — —  ----- , гае k o ^ / n a u L fi IT),

П А Я

во много раз превышает интервал корреляции входного процесса 
t с ^  £~о Это значит, что отклики системы на случайные

флуктуации входного процесса, разнесенные во времени больше, чем 
на и потому практически независимые, будут накладываться
друг на друга. Чем больше по сравнению о тем больше
в кавдый момент времени будет суммироваться в выходном процессе 
независимых откликов, то есть тем ближе будут условия формирова
ния выходного сигнала к предельным условиям центральной предель
ной теоремы.

5.9.4. Стационарный узкополосный процесс

Рассмотрим линейную систему с ограниченной полосой пропускания 
и с ограниченной длительностью отклика на мгновенное импульсное 
воздействие. Если ширина полосы пропускания (5.49) и средняя 
частота полосы с00 находятся в соотношении и)о с то
линейную систему называют узкополосной. Выберем Д ограниченное 
по величине неравенствами tdo >> J  и такое, чтобы за.
пределами интервала (л)0 -4, сОо*/}) частотная характеристик? си-
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сгемы была практически равной нулю в области положительных частот 
и, соответственно, била пренебрежимо малой за пределами интервала 
(-и)в-Л, ) на отрицательной частотной полуоси. Длительность
отклика системы 46.50)ограничим неравенством Т »  ZV 
считая, что по прошествии времени Т от момента воздействия на 
систему возбудившиеся в ней колебания полностью затухнут. Для та
кой системы выходной сигнал (5,41) в соответствии о принципом при
чинности ( А. (Г) ж 0 при tr< О ) представляется интегралом 

t
h t t - t W i W  (5.ы)

i-r
Воспользуемся спектральным представлением (5.44) импульсной пере
ходной функции

-оо 4 ~Т

обозначим

6 Г (а>Ц )=1
i-r

и учтем ограниченность полосы пропускания линейной системы. В ре
зультате получим

сЗо+й "1J +J \нт&г(ч>,тшс1ь>
• Ь) р—& J

Как частотная характеристика сиотемы H (oi) ; так и случайный 
комплексный спектр входного процесса обладают свойством
(5.43), то есть

Н(-ы) =  Н *(и», dr (-<*>;i) ,

поэтому интеграл Несложно преобразовать к виду

z, ( i )  = Qe ~  J Н(ь>о +Я)Зг («>о +S2;i)iind a
-й . , (5.52)

* Q e 2 ( i ) i Cit>°  ,



~iS7 —
где X (4 ) - медленно меняющаяся функция. Отсюда следует два воз
можных представления. С сдьой стороны,

ZU)-\2W\cas(A>0 * - it* ) ) t 2 ( t )* .\ z u )\ / e‘ u ,) (5.53)

где |* (*)| н*(4) - медленно меняющееся амплитуда и фаза случай
ного процесса, а с другой стороны,

{,(i)= аЫ)С0Аь)о* s4fib)0 t  (5>54)

где
а.Ы) ~J2e z (4)  = \г (4)1u>dci(4) ;

& (i) = Dm z( i)= \ 3 H i)\ s in u (i)

- случайные квадратурные составляющие.
Представления (5.53) я (5.54) указывают на близость узкополосного 
процесса к гармоническому колебанию i- объясняют другое его назва
ние - квазггпрьчнк'ческ!*.:1. пгюносс.

Пусть F, (4) - стационарны!; центрированный процесс. В этом случае 
Z(i)~ тптае стмсонарный процесс с нулевым среднем значением 

( Z 14)> = 0, :■ как следует гз (5.54) ,<А(4)> =< 6(4)У = 0.
Спец'фгческую Лорму гнеет функция корреляции /6̂  (? ) которой 

imi-cvi"" осгллтт."1 с частото-i о)о Вычислим преобразование Фу
рье энергетического спектра (5.48), учитывая вначале четностьWJcS)оо ч

(̂т)*̂ . J Î  (и))£оасога!й). 
о

а затем огрэниче1 цость его ширины

т ) J u /  (ь>0 + Я ) е ж ( ь > 0 + Я ) г  d S i

-А
и представим корреляционную функцию в виде

/S%(T) = А ,(г)сгнь)0 ?  + ks (г)&М(*)0 г , (5.55)

где kf (t) и &г (Т) - медленно меняющиеся функции 
й

А ,(т )  = + с1Л ;
-А
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й

6 2 М -  1«>0+Я)мп.Я'с dS2

Сопоставим функции (Т) и k s (Т) о корреляционными функциями 
квадратурных компонент. Лпя этого воспользуемся представлением 
(5.54) и запитом

Перемножив выражения в скобках и почленно усреднив результат, 
сгруппгруем слагаемые следующим образом;

Ц. (Т)={ {[иа (тЬ^{тУоШ 0Т+Щ1^ У ^ а ё (т)]Ыпи\}т+ 

- 1На(т)-Цm}ccavj0jc+{yag>(-TbVo i(T)]Mna)0* j ,
где Т = i f -  t z х  =?,+ &s А&(т ) viAfafT) - функции кор
реляции квадратурных компонент & (t )  и ё>(4) Aa&fc) - функ
ция гх взаимной корреляции. Поскольку ̂ ( Т )  не зависит от Л

Ха (П  =kB( t )  ; Каё (-Т) = -  HaSi* П
Дальнейшее сопоставление с (5.55) полностью определяет эти функ
ций

И’а  (V) = ( t) = k t f t )  ; //a s fT) = (Т)
и вместе с тем пшдает А ,(Г) четки?* смысл Ф у н к ц и и  корреляции ква
дратурных компонент, а Л.(£) - Функции взаимной корреляции квад
ратурных составляющих. Как следствие этого результата укажем, что 
дисперсии квадратурных компонент одинаковы и равны дисперсен про
цесса £ ( t )

(О) =  = А, (О) =  <7aS = ,

а поскольку fk (̂0) - 0, то в совпадающие моменты времени квадра
турные ооптяшгятие некоррйлированы ■

5.9.5. Взаимная корреляция шумов на выходе 
двух линейных систем

Рассмотрим случай. когда стационарный случайный процесс £ ( t »
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поступает одновременно на вход двух линейных систем, импульсные 
переходные функции которых есть Л, (Тj и А., (т) Случайные 
процессы, получаемые на выходах втих систем, будут описываться 
следующими выражениями

-  o e  - Р О

Вычислим функцию взаимной корреляции этих двух процессов, пред
ставив ее аналогично (5.46) 

о о

и. т ( * r * s ) - Ц к < { т ' ) к г(Г)иъИг*а-*'+*')а 1 г ' * * *
f  *  -  с о

Применяя теорему с свертке интегрального преобразования Фурье, по
лучим

К  г (т)= 72 Г r*i,- ±s2.xJ **
- оо

Очевидно, если полосы пропускания двух систем не перекрывается, 
то интеграл равен нулю и процессы №) • £, ( i ) сказываются не
коррелированными . Степень корреляции, процессов Судет зависеть от 
степени перекрытия частотных характеристик системы. Заметим, что 
если процесс $  ( 6) нормальный, то нормальными будут также про
цессы и £s (4) , я их некоррелированность на выходе сис
тем с непорекрнваЁвцашся частотными характеристиками будет озна
чать их статистическую независимость.

5.10. Нелинейные бевннердаоннве преобразования 
отациоиарйого процесса

Сигнал [^(i) на выходе безынерционной системы в какой-либо мо
мент времени i  полностью определяется входным сигналом £  (^) в 
тот же момент, to есть преобразование является функциональным

и списывается детерминированной функцией^и:) (см. раздел з).
Реальные нелинейные преобразования в различных системах радио

техники и радиофизики являются инерционными, не в ряде задач при 
приближенном списании выходных процессов задержкой и длительно
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стью отклика системы ва игяовешюе импульсное воздействие можно 
пренебречь; часто приемтаиим оказывается представление нелинейно
го инерционного преобразования как последовательно осуществляемых 
нелинейного безннерцвонвохо и линейного инерционного преобразова
ний.

В нелинейных системах происходит существенное изменение зако
нов распределения флуктуаций. Представление сб этом дают функцио
нальные преобразования, рассмотренные в разделе 3, Здесь мы рас
смотрим преобразования спектров и корреляционных функций, при этом 
будем считать, что случайный процесс имеет ограниченный по ширине 
энергетический спектр, флуктуаций.

Нелинейное безынерционное преобразование узкополосного случай
ного процесса разделяет его энергетический спектр пс последовате
льности спектральных полос, которые расположена в области низких 
частот (видеочастот), около вредней частоты и>0 и в высокочас
тотных областях около гармоник, частоты которых кратны а)0 Ин
тенсивность флуктуаций, соответствующая каждой полосе, существенно 
зависит ст вида характеристики нелинейного элемента £ = (s.).
Покажем это на примере нелинейного безынерционного преобразования 
нормального случайного процесса.

5.10.1. Функция корреляции преобразованного 
процесса

Чтобы установить соотношение между энергетическим спектром 
процесса на входе преобразователя и энергетическим спектром про
цесса на выходе, разложим (г) в ряд по степеням корреляцион
ной функции ̂  (Т) , «- я ё г -  i s  Пои лльку

'■‘О

сэО

тс для этого нужно разложить в ряд по степеням (т) плотность 
вероятности ; т )  . для которой ^  (т) является кумулян
том второго порядка. Вычислим производную

d f  (5/, $г ; т) f f? dt?k (ut,ut ><v)
Эк^(Т) 6  du ,clu j

воспользовавшись кумуяянтным разложением логарифма характеристи-
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чеокой функщш (ом. раздел 2.6)

3  М (т) = ( g j ) 2  JJ (“ * М Щ 1 и , . и я ; Ы  j u . d u , .
Щ 4 ^oo ^

Если операции, выполненные наш формально, возможны, то

2 J l k . , b „ r )  d sf ( k ,  bt , r )
G>/S&i т) ~ д $ ,  С>Н2

причем это равенство легко обобщается на случай производной по» 
рядка п

д / ( к , .* , _  д г л / (* ,.Ъ л №

д //£<*) "  b s f d t *
Но тогда

д л<х,и,)г.и1)> 7  d2nf i k . t  т ;
д /*>£(*) - J f a S t W b J  tik .d -b i*

м если выполнять интегрирование по частям, то получим соотношения, 
связывающие корреляционные функции входного и выходного процессов 
и характеристику нелинейного алемента ( А 4 J

№ .«,
d t - ;  a t , ?  *  •

Соотношение (5.56) справедливо для любого вероятностного распреде
ления входного случайного процесса. Воспользуемся им и построим 
степенной ряд для (Тг)

п^П п !п ~° n J  кк т - о
В общем случае коэффициенты ряда зависят от временного параметра 

’Сг который входнт в них через кумулянтные функции высоких по
рядков. Если же входной процесс нормальный, то по овойству этого 
предельного распределения кумулянтные функции поряцка выше 2 равны 
нулю тождественно при любых tr , поэтому условие ̂ (Т ) = 0  оз
начает в этом случае, что вое коэффициенты постоянны. Кроме того, 
для нор№ш.ного процесса некоррелированность £ (£,) a%(is ) озна
чает статистическую незавиоимость^л^ ^ , ) ]  )J« В ре-
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зультате

(n),
ft) л

(5.67)
оо < д (п\ ъ ) >5 _

л»  ,  A ' / V j
4 Дг t п !  **

5.10.2. Энергетический спектр процесса на выходе 
нелинейного элемента

Преобразование Фурье корреляционной функции Г5.57; определяет 
энергетические спектр флуктуаций процеоса на выходе нелинейного 
элемента ^  ш  Воо ^

W(u))=l 11J*L )du>nV--
П = 1 rL> -OO 4 ,00 ^

(5.58)

’ ■ (*>,)
-  OQ

Рассмотрим последовательно вклад каждого члена разложения. Пред
положим, что энергетически! спектр флуктуаций (оЛ до нелиней
ного преобразования отличен от нуля в интервале частот (о)0 -Д 
o)0+i4 ) на положительной полуоси со > О и соответственно в 
интервале (~ь30~Д , ~и)0 +А) при еО < О причем и}0 >ъ А 

Первое слагаемое в (5.58) повторяет спектр (оУ) с весовым 
коэффициентом < о'{Н \>t заполняя полосы частот \со-и)0 1 $  й
{eo-f-eJolsA *  •

Второе слагаемое
// '* 2 00 

$  ̂J Г WL (tOj)2 / J Ч ч

не равно нулю, если перекрываются полосы спектров (о) -и\) к 
Запишем условие из0 -A s &>-&>, ^  и>0 +& при

котором О , в форме
О), +сдр-й « ей, +и>0 i-й

н рассмотрим его при -а>0 -d  s л>, s  - ■*- А когда
В результате придти jt доводу, что интеграл отличен от нуля в об
ласти низких часто;

- З й  ^  и> ̂  2 Л
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To же условие при и)0 -& £ о)/ s uia + 4 показывает, что инте
грал также не равен нулю в полосе

<?*>о -РА « оз ̂ 2е00*-2Д , 
симметричной относительно второй гармоники несущей частоты сОд 
Условие перекрытия второй полоса» $и>~и>,  ̂-  ui0 +&
спектра U/̂  (&>-&),) с двумя полосами спектра (и)/) дополня
ет выделенные интервалы третьим, симметричным относительной 2 &i>)

-2ь)а ~ 2й * о) ^ - 2 и)0 +2Д 
Аналогичный анализ третьего слагаемого

ч£ро со

fu/k (*)-a)s )dU>3fw k (ods -a>,)dLO< Ц  (Л,)
° *  -  с о  - с о  ^

показывает, что оно вносит вклад в частотные полосы, симметрич
ные относительно несущей частота ±  и)# н третьей гармоники ±3c0q 
то есть при со > О ’

и>0 -3й  £со $и>0 +ЗА и Зы0 -ЗА S сохзсоо +ЗА . 
и, соответственно, при л) < О 

-сдь-3>йИ1й$-1д0+ЗА , ~Зед0 -ЗД s со 3о*0 +3й
Четвертое слагаемое заполняет полосы в окрестности нулевой 

частоты, второй (* 2 i<in) и четвертой (tty сос) гармоник и так далее; 
В целом янергетический спектр (л>) (Преобразованного процеооа

•оказывается распределенным 
mq последовательности полос, 
црацние частоты которых сов
падают с гармониками(±/гuk) 
весущей чаототы (рио. 5.6). 
.Используя полооовые фильтры, 
■можно выделить нужную гармо
нику и соответствующие ей 
флуктуации, однако с ростом 
номера п- ширина полос уве
личивается и на высоких час- 

Рис S'. S тотах они пере1фываются.
Спектральная интенсивность 

флуктуаций в каждой из полос определяется как распределением про-
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цесса на входе нелинейного элемента, так к формой его характерис
тики.

Энергетический спектр флуктуаций lv£ (и>) являющийся прео
бразованием Фурье корреляционной функщш А7 (Т) при нелиней
ной преобразования дополняется спектральной линией постоянной 
составляющей < Z, (£ J >г на нулевой частоте

< )
интенсивность которой отлична от нуля даже в том случае, когда на 
вход нелинейного элемента поступает только шумовой сигнал.

5.10.3. Корреляционная функция и энергетический 
спектр процесоа на выходе квадратичного детектора

Разложение (5.57) кля корреляционной функции выходного процео
са содержит конечнЬй Число членов, если характеристика нелиней
ного элемента описнЙа&тоя полиномом

Z (£)*= &о * й/ k (?) + йг $  s(4-) ■*■••• + CLn $ л (£}.
Наиболее простым Примером такого элемента является идеальный ква
дратичный детектор, осуществляющий преобразование

r j i )
Если 5 ( 4 )  - нормальный случайный Лро'цесо о нулевым средним
значении»< £ Ы) > =0, дисперсией^ B(-t) > -  c s энергети
ческий спектр которого и/р(и>) отличен от нуля в полосе \£>-и>о 
^ А то

<$'($)* - о .  < =г а  ,
а вое последующие коэффициенты разложения (5.57) равны нулю. В ре
зультате

ГГ) = 20*#% *(Г) ;
С*о

Wz (<ol = 2a»J 1л£{Ы-аУ,)4а), U  (со,),

и полный энергетический спектр Прообразованного сигнала

V( (ь>) = й. * Wi  (О))
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содержит дискретную линию на нулевой частоте и непрерывный спектр 
флуктуаций в окрестности нулевой частоты | I $ 2 & и второй 
гармоники I *2iOa| 4 2 Л

Учитывая (5.55), представим корреляционную функцию узкополос
ного процесса ^  (t ) в виде (с) - &(T)c*>-s[tdBT + у>(т)] 
тогда (т) - a .s k s( t) 1 1 + Со* г [и\,-Г г ip(x )J J , 
и становится явным разделение корреляционной функции преобразо
ванного процесса на медленно меняющуюся часть, энергетический 
спектр которой сосредоточен в области низких частот, и быстро ос
циллирующую составляющую, спектр которой отличен от нуля вблизи 
второй гармоники. Заметны, что функция CLS & а(т) с точностью до 
коэффициента совпадает с корреляционной функцией квадрата огиба
вшей узкополосного случайного процесса е; (i )  [ /-41

5.10.4. Корреляционная функция и энергетический 
спектр процесса на выходе линейного детектора

Рассмотрим преобразование

при котором характеристика нелинейного элемента lj(ij) =11-1 
не является дифференцируемой в обычном смысле при f; ■= 0. Тен 
не менее, разложение (5.57J для нормального процесса оста
ется справедливым, если дифференцирование §  (Щ ) понимать в 
смысле теорки обобщенных функций. Пусть(£(^> = 0, энергетический 
спектр W l̂u>) ограничен по ширине полосой \и) «  Д и дис-
лерсия пропесса равна Вычислим коэффициенты разложения.'

<£'($)> = < Л  =0
- здесь равенство нулю объясняется симметрией нормального распре
деления относительно нулевого среднего значения и нечетностью 
(мункции ;

= <г 2 a  f t * )> = 2 (О) = 20./Т/2Я <5';

=<20.<?'(Ь)> = - 2 а.}'к (0) = О;

<Q/y(t-)> =<2a-6l"(>5)>*‘ 2 a f i " (О) =-2а/у£яв'3 и т.д. 

Подставлял вычисленные значения в (.5.57), запишем первые члены
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разложения для корреляционной функции процесса

Ц г ~ + "  ̂’ (5,5Э>
где IT) - коэффициент корреляции входного процесса. Энергети
ческая спектр флуктуаций преобразованном процесса распределен по 
частотным интервалам, соответствующим четным гармоникам(*2па>о) 
несущей частоты. Постоянная составляющая представлена линией 
(2ааб !М) Р(сд) на нулевой частоте. Если после детектирования 
процесса применить линейную фильтрацию низких частот, подавляя 
быстрые осцилляции, то выделится огибающая узкополосного сигнала 
%  (£). Ее корреляционную функцию можно получить с точностью до 

постоянного множителя нз выражения (5.59), подставляя в него коэф
фициент корреляции ( т ) в форме

/Р* (г) = г(т) С04[ь)о Г  +у>(Т)]
*»

и вы деляя затем  медленно Меняющуюся функцию, к о то р ая  им еет вид 

гдег)« s i* ( t )  *

2Я  1 32 J

Соответствуиций этой функции спектр определяет форму энергетичес
кого спектра флуктуаций огибапдей входного процесса.

5.10.5. Распределение огибающей узкополосного 
нормального процесса -

Приведенные примере линейного и квадратичного детектирования 
дополним задачей о распределении огибающей нормального узкополос
ного процесоа. Фактически эта задача решена в разделе 3.5, где по
лучено распределение модуля и фазы вектора с независимыми нормаль
ными компонентами. Остается лишь показать, что результат применяй 
к отационарному кваз игармоническому сигналу.

Представим узкополосннй нормальный процеос в вице (5.54)

ЦП) = Q.(i)ce^u>0i  + S(£)&>ze4,6 ,
где О. (£) и 6 ( 4 )  - случайные квадратурные составляющие, рас
пределенные нормально. Как показано в 5.9.4, в совпадающие момен
ты времени они некоррелированы и, следовательно, статистичеоки не-
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зависимы; дисперсии их одинаковы. Квадратурные составлявшие в ка
ждый момент времени определяют амплитуду

и фазу

1$  Ш )/а-И )
квазигармонического колебания

5  И) ̂ ^(i)cth}[a)0 i  +д>н)\
Вместе с тем Q({) к 3  (i) можно рассматривать как ортогональ
ные компоненты вектора, модуль которото равен j&(i) , а угол по
ворота определяется фазой (pit) Следовательно, A ( i )  в общем 
случае подчиняется распределению Райса (3.15 )

4 -л3/зев АА -А2 /2 <т»
№ ~ f , e  / „ •  .

где jto ~ амплитуда когерентного сигнала, f f s - дисперсия флу
ктуаций, переходящему при^в/С«  f  в распределение Рэлея (3.16), 
а при Ле/O'»  f  - в нормальное распределение со средним значе
нием Ло н дисперсией <Т* (ом. рис. 3.3). Распределение фазы 

<p(t) квазигармоничеекого сигнала совпадает с распределением 
фазы вектора (3.17), форма которого при различных значениях отно
шения jfg/C показана на рис. 3,4.

5.11. Задачи

1. Вычислить энергетические спектры стационарных случайных 
процессов со следующими корреляционными функциями;

а) Л'Г*’) = А ;

А
б) Н (Г)= —

в) К(Т) = А лхр(-< *?гг) ;
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Еайти интегральные насштайы спектров.

Ответ:

*> ° с 

б) W(u>)= , S2a

Stoi

v) W(m)

it  A
ы ’ J‘°

в) W(b))= A j- K t ** Qo -  ’/&<*■ >
сi

J f t t e  •
\ О [-<*,<* J

2. Доказать, что не существует стационарного случайного процес
са <*■ ( £) . корреляционная функция которого (V) постоянна на 
хакоы-то временном интервале\т\<Т0 ш равна нули вне его.

3, Вычислить корреляционные функции случайных процессов, 
щих энергетические спектры, показанные на рте. 5.7,

®0 =<*

имеет равномерную опек- 
и раздув нулю за предела-

Р и с . S. 7
4. Стационарный нормальней шум £ ( t )  

тральную плотность в волосе )л>|< А 
ми этой полосы. Доказать, что значения шума в моменты времени, от
стоящие друг от друга на{л& М  ) статистически незавиоимн.

5, ̂ Энергетический спектр случайного процесса имеет вид

, . Л X
WL (*>) = [ь)+О>0 13 1-J.1 [и) ~(0 о]г r J-S

Найти корреляционную функцию производной процесса.
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Ответ:
сг>1 и)'

I и'-гФо)* tj_s [u)-u)0J2 +JL S

-Л1Т1 _ _ -л IT IИ ,̂1Г)-=2Х$(Т) *)ооцд0 те -  2Ли)0 s in  iJ ir | £'

6. Найти корреляционную функцию у энергетический спектр произ
водной случайного процесса, если корреляционная функция самого про
цесса есть -a iT l

//^(Т) =  а ^ г  ( /+<х|г|)

4 f f 2<x.3CJs 
(ыг ел*)1

Ответ:

(Т) ~о?в2е Wp.fco)--

7. Определить корреляционную функцию и энергетический спектр 
процесса у  ( i )  -  je(t)+ ~ jt ‘( f )  если Jt-li)  - стационар
ный процесс с корреляционной функцией =6sexpl~ot.sT2) .

8. Ко входу цепи, изображенной на рис. 5.8, подключен генера
тор случайного тока, который

I
■с Щ t)

Рис. S. S

можно рассматривать как гаус
совский белый шум с нулевым 
средним значением и дельтаоб
разной корреляционной функци
ей. Найти энергетический спектр, 
корреляционную функцию и дис- 
пероию выходного напряжения.

9. На вход четырехполюсни
ка (рнс. 5.9) действует слу
чайное напряжение - нормальный 
белый шум. Найти энергетичес
кий спектр, корреляционную 
функцию и диспероию выходного 
напряжения.

10. Стационарный нормаль
ный случайный процесо со сред
ним значением<Jt(i) > = л.п
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дисперсией &2 v коэффициентом корреляции /Э̂ /Т) подвергается 
нелинейному преобразованию у  • = а. ; о. ,Jb > О Вы
числить корреляционную функцию процесса пооле преобразования.

11. На вход "линейного детектора* i ( . t )   ̂а  и  (£)
i ( f )  =0, U tt) < О поступает нормальней шум с нулевым сред
ним значением, дисперсией б’s и коэффициентом корреляции &(т),
Записать выражение для двумерной плотности распределения процесса 
на выходеfU ,. 1Л £g) Вычислить корреляционную функцию Сс\

12. Стационарный случайный процесс (£) с корреляционной 
функцией

_е£ |
А>х (г) = 6 se ( « w <*>of sinti>0 \?r\)

может быть записан в виде

ЛИ) = C(t)cOdidoi *S(4)6-i/i rt0 -ir 
Внчислить: а) корреляционные функции квадратурных компонент 
А*с ( т) и (Т1 . а  также взаимную корреляционную функция 
A>cs ("?) ; 0) спектральные плотности Wc (ui) , W$ (из) и взаим
ную спектральную плотность b/cs (и>)

13. На вход линейного инерционного устройства о частотной ха
рактернотихой

Н«о) =  ехр[- (и>~й ~з)~ -Н о

поступает нормальный шумовой сигнал л. (£) со средним значе
нием в 0 и корреляционной функцией
Найти среднее значение, дисперсию и плотность распределения оги
бающей сигнала на внходе устройства.

14. Нормальный случайный процесс после линейного преобразования, 
описанного в задаче 13, подвергается детектированию с выделением 
низкочастотной составляющей. Характеристика детектора #  (&) ш 
* а +  +CJC.аН) . Найти плотность распределения и ореднее 
значение сигнала после Детектирования.

5.12, Спектральный анализ случайного процесса

В разделе приводится списание лабораторной работы по модели
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рованию на ЭВМ случайного процесса и его спектральному анализу.
Для ее выполнения необходима теоретические сведения, содержащиеся 
в предыдущих разделах 5.8 - 5.10. Предполагается, что решение за
дач 5.11 так же поможет выполнить лабораторную роботу как неболь
шое исследовант"2 и подскажет иные варианты задания. Первая часть 
работы содержит краткие сведения об оценке энергетического опект
ра стационарного эргодичеокого процесса методом периодограмм 
и об алгоритме бнотрого преобразования Фурье, применяемом во вто
рой практической чаоти. Базовые программы приведены на языке Бей
сик.

5.12.1. Оценка опектральной плотности

Если случайный процесс эргодический, то любая его реализация, 
регистрируемая длительное время, дает достаточно полное представ
ление о характеристиках процессе в целом. Это справедливо и по от<- 
нооению к оценке энергетического спектра. Определим случайный ком
плексный спектр процеооа £  ( t ) за время Т 

г/в , t
= d *

Если учесть (5.26), то за сценку спектральной плотнооти (о>) 
можно принять при Г  to  величину

ь/г (со) «=^ (5.60)

получившую в части литературы название периодограмма. Эта оценка 
аоимптотически (при Т ) несмещенная, что непосредственно 
следует из (5.26). Чтобы получить представление о ее точнооти, вы
числим диоперсию

Ъг  ~ < /*»>*]> = <  М Г \У<\*г С") 1*> * ,

которая через значения входного процеоса предотавляетоя следую
щим интегралом 

T/S

% -<’4 ЯЛ' ' -T/S.
1 / II II II у

- (tg £ (*+)>]£ cLt,dts d i3 d t* >.
Если £  (^) ~ нормальный случайный процеос с нулевым оредним зна-
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чвнкем  <ц(*)>  •  О и  корреляционной Сдаю щ ей ^  (*") , »  вос
пользовавш ись ( 2 .2 6 ) ,  можно вы р езать  п о м е т  ч етв ер то го  порядка че
р е в  моменте вто р о го  порядка

г/г
Ъг -  £  V  (*г -Ы \*

+t3 ,
к е  ar,d T 9 atjC L t4

а  за те м  перейти к  спектральном у представлению , обозн ачи в Wp /м) 
энергетически й  сп ек тр  п р о ц есса г- (4) ,  то гд а  '

<*>')j-,

гд е  -  непрерывный ан ал о г дельта-ф ункция ( 5 .2 3 ) .  П усть Т0 -
и н тервал  корреяяш ш  п р о ц есса  $(/) . При Т » Т 0 можно вынести 
и з-п о д  и н теграле U/g. /и*) В  то чке сд‘ ■  % л ) к ак  медленно меня
ющуюся "  “

причем при и) Г  /  значен ие дасперетга оценки практически 
не зави си т о т  д е т а л ь н о с т и  Т регистрируем ой реал и зац и и , при
ближ аясь к  значению

П т  Я>_ «
Т-*■!*»

Таким о б р азо м , оценка ( 6 ,6 0 )  эн ер гети ч еско го  сп е к тр а , х о т я  и я в 
л я е т с я  несмещ енно*,  неприемлема и з - з а  большой ди сперси и , значение 
которой  н е ум еньш ается при увеличевг.и  дли тельности  реализации сиг
н ал а . У срадаение t v f  М )  по м нож еству реал явад и й , к ак  правило, не 
п р ед ставл я е тся  возможным. Ч тоба уменьшить рассеян и е оц ен ки , повы
си ть е е  у сто й ч и во сть , прибегаю т к  разбиению  и н тервал а Г  на п. 
поды нтервалов Т0 ,  во  каждому и з которы х вычисляю тся оценки 
h/̂ Uo) ,  *  *  1 ,2 ,  ,  Л  , а  за те м  р ассч и ты вается  ср ед н ее звачен ие

оценки _

^  ±Z_ W; (и»
лта Л/„, 1

В р е зу л ь тате  диснерсия оценки уы вяьш ается в  / г  р а з . Зам ети м , что 
устой чи вость оценки повышена з а  сч ет ухудшения разреш ения сп ект
ральны х еоставляощ их, п оскольку теп ер ь  и нтервал  ч асто тн о го  р азр е 
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шения пропорционален не // г  a f/T0 = п / т  
Описанный метод оценки энергетического спектра случайного процесса 
известен как метод петжодотпямм- В его основе лежит преобразование 
Фурье непосредственно наблюдаемой реализации процесса. В приклад
ных задачах широко применяются такле другие методы спектрального 
оценивания, например, автокорреляционный метод, который предпола
гает вначале оценку автокорреляционной функции процесса, а затеи 
ее преобразование Фурье [ 3 ] восстанавливающее спектральную 
плотность в соответотвги с теоремой Винера-Хинчина.

Появление в 1965 году алгоритмов быстрого преобразования Фурье 
(Ы1Ф) сущеотвенно повысило эффективность методов спектрального 
оценивания на основе периодограмм [ 9 1  и опоообствовало их ши
рокому распространению.

5.12.2. Дискретное преобразование Фурье

Численный спектральный анализ всегда предполагает, что спектр 
исследуемого процесса ограничен некоторой частотой и од
новременно процеоо ограничен по длительности. Для проведения вы
числений процесс дискретизируют во времени, т.е. превращают в се
рию результатов измерений в цифровой форме произведенных в теч
ках t п = п й 7~ ft = 0,1,2,..., Ы- 1 ; й Т - шаг ди
скретизации. Шаг диокретизации, соглаоно теореме Котельникова 
[ 4 ] задается соотношением

а Т = fr/b)m aj, .
Если записать теперь дискретизированный процеос в виде последова
тельности А/ импульсов

Jt ( n - ) P U - - n -a r )
SL  *  О

где для удобства обозначено Л(Л Т)в JC.(fi) ,то опектр такого 
процесса можно получить, если применить к нему преобразование
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= Z  '*.(n.)el t 0 n a r
n - О

При использовании ЭВМ тр еб у е тся  ди скрети зац и я проц еоса как  во 
врем енной, т а к  и в  ч астотн ой  о б л асти . В  этом  случае частотны й 
сп ек тр  J (ш) о п р ед еля ется  совокупностью  свои х значений Л(игш) 
на дискретны х ч ао то тах  и) к & Д и) Частотный и нтервал  меж
д у  сооедними отсчетам и  должен быть приравнен А и) * 2 » /У  р  I,

Т ак  к ак  Ю/пал Т  «>

& it) =* 2 & / N 
и формула д л я  чаототн и х выборок примет вид

isjtun/*/
6(*йЬ»==Т. Л.(п)е Mf-O, ±/, ±2 .

п =о
Это соотнош ение н азы вается  дискретным п р ео б р азо ван и я ! Фурье (ДПФ) 
При увеличении Л' овыше ("/V- О / 2 функция S (НАid) П овторяет
с я  периодически (п о  св о й ств у  р яд а Ф урье функции, разложенной на 
конечном и н т е р в а л е ). П оэтому J f -Л л )) можно п риравнятьJ £(*/-?) А ,
со о тветствен н о  6(- 2А о)) =  $[(Л/-2)А &)] .  и т .д .
Это п о зв о л я ет зап и сать  ДПФ в  несколько измененной ф орме, удобной 
д л я вычисления н а  ЭШ

А'~/ +i2srun/N
6(U)=‘ H_ J£(n)£ ,#= 0, ,

n=0

гд е  введен о обозн ачени е 5 (/S- А й(л’) .
Нумерация о т с ч е то в  при /V четном п оясн яется  рисунком 5 .1 0 .

Можно в в ести  и обратн ое ди скретное п реобразован и е Фурье

л/-* ~l23tn#/Af
jcln) = rrL , а = о,*,г м -t

rt о
Как и при прямом ДПФ, вн е и н тервал а /г * м-1  функция 
Л./П-АТ) продолж ается периодически.

5 .1 2 .3 . Алгоритм бы строго п реобразован и я Фурье 

Большое число операций, необходимых для сп ектрал ьн ого  ан али за
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6{U)

-3 -3 -  / о f s О Лй> SMe) 
// • a to ~ 2 — 1 * tO

6(X)

o f S 3 4 / & e r e  
(-/> <a>

f l u e .  s. / о .
ватрудняет прямое использование формул ЛИФ. В настоящее нремя со
здали и широко применяются алгоритмы так называемого быстрого 
преобразования Фурье (НН>), которые позволяют значительно совра
тить число операций [9  1 Определявшая идея Ш Ф  состоит в том, 
чтобы используя овойство периодичности ядра преобразования Фурье

разбить исходную сумму ДПФ на последовательность более простых 
сумм, компануя которые, можно экономно получить все значения 
спектральных составляющих (Н) # = 0,1,2,..., л/-/ в
то время как при обычном ДПФ для получения каждого значения;^ (АО 
приходится проводить полное суммирование зеново. Особенно просто 
алгоритм Ш Ф  реализуется, когда число точек исходной последова
тельности значений процесса Jt-(n-) , п = 0,1,2,.», м -У  , яв
ляется степенью числа 2.
Рассмотрим один из способов построения алгоритма ШФ. Пусть/V - 
четное число. Разобьем последовательность на две: из чет-
BBx{u(S/n.)} , /п 
членов соответственно

н нечетных^XlStn + t)}



г т к  p ~ ' i <2m+*)e
SM {#) = £  ■*- IS/n) WN +£\x (Zm +^W At

лг*о fn*t>
Заметвм, что четкую степень 2 т . и  ядра N -точечного ДПФ

.  . i t n *
K t  = 1

можно представить как отепень т  к! ядра /V/2 -точечного ДПФ 

12Х -л/г  ̂ гпи

то еоть
т # # s , т м

+ К  L*lStn+ty/ 2,
*  т^О  в  N т = 0  п/3

Учтем также, что

м / 1/^ALl /nf4+ M/g) т/г
% - e t a r ~ ^ ~ - 1 , ж я я  - » £ ‘ :

т '_К ‘ '

поэтому последовательность (J/v №)} также удобно разбить на две, 
отнеся к перво# значения для «?«<'?’ м/г - / а ко второй - 
для /и/? < а1 ̂  N -i Представим это разбиение следующими соотно
шениями !

'Ук * т и  н %~f -ты д,
+\а/ г  Ms/n+/W , % - t :

/71==* О „ /72 ^

т/г д ,
iM(f+M\~ljL№n%)w  ̂ -  ТХгт+пи/щ  , < 2 ^ ?  ̂  - у

Таким образом, /У -точечное ДЦФ оказалось предотавленнш как ли
нейная номбшация двух М/2 -точечных ДДФ.черных и нечетных чле
нов исходной последовательности [u (n )J Обозначим

*Ь-* т х  „ Ъ -г

- i . 7 6 -

^ /sM = J z f 5/n)U/^  > s k m̂ J i n * 4)
тогда
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f̂lf + /̂V 3N/i (M) ,

• V (?+ " Ы w W - w „ J „ /3( * ) , о *K « / - /

П редставим эти  рекурентнне соотношения графом .

[л(2/п)} =>3j/(x) -  i /у (&)г (а?)
S S

\x(2m+t)} = ? 5 “ (« J
т  г s

/ //
Два входных числа и ■3AZS( * ' J  объединяю тся для получения
двух выходных чисел й^си) и (M/2 tk.)- 
Стрелкой п оказан о умножение н а комплексное число W M  полу
чившее н азван и е поворачивающего множителя. П олагая для примера 
IV *  8 ,  построим граф  для всей  п оследовательн ости  значений

т= о -гЗ

т = 0 - г 3

' j; (о) , S g V>)

/ /•**<'>

‘ % (2)
s ' X  J * (2)

6 ‘ь (3)

^ 0 * 0

-VJ)

г 6"  ю) * j/x XX
wv  /С

tft f)
■4 ws/

\  \  6g (S)

6?<3)
b y

>v \  Js(S)

. 6J<3) \ j / 4
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Если число N  / 2 в  свою очередь я в л я етс я  четным, то

^ М2 (/£) r  й'д7'а *V/* ̂  ’

J/v'/s (&+ К) =  S'vfa <#) ~ 0<Z - 1
С оответствен н о дополним граф  8-точечн ого  п реобразован и я Фурье

{М 4*)} _ >t 

пг=о;/

{м4/п+2)}=> 
т = 0 : /

{л(4т-г/)}__
т .= о ; ?

[и.(4/п+3$_> 
т.* O' 1

При чегнооти  чи сла /И /  4  значен ия можно за п и сат ь  ч ерез
S л//g — и т а к  д ал ее  д о  т е х  п о р , п ока не о с тан у тс я  только двух

точечные ДПФ, которы е рекурентвыми соотношениями связан ы  непосред
ствен н о со  значениями jc. (л  J преобразуем ого п р о ц есса . Для 8 -т о -  
чечного п реобразован и я Ф урье п еш и й  гр аф  вы глядит следующим обра
зом  (с м . р и о . 5 .1 1 ) .

Поотроенннй алгоритм  сокращ ает число вычислительных операций. 
Д ей ствительн о, непосредствен н ое вычисление ДПФ тр еб у е т  выполнения 

/V 2 комплексных униожений и A'(A'-f) комплексных сложений. По
строенный алгоритм  р а зд е л я е т  вычисления н а А/ э т а п о в , на 
каждом н ап олн яется Л//2 комплексных умножений и /V  комплексных 
сложений, та к  ч то  в  целом число умножений равн о А//2 • &>ps М  , а
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Sf (0\

68 u )

3g(S)

Sg(5]

5g ( Л  

5 f (S)

s 9 m

сложение / V А/ Эго значительно меньше, чем при непосредст
венном вычислении ДПФ, поэтому влгоритш, подобные описанному, на
зываются бнстрш преобразованием Фурье. Для 8-точечного ДПФ алго
ритм ВПФ сокращает число операций примерно в 2,7 раза, для 128- 
точечного - в 18,3 раза, для 2048-точечного - в 186,2 раза.

Особенностью БПФ, дающего спектральные составляющие б (#) 
в нужном порядке к! - 0,1,2,, /И- 1 является измененный по
рядок преобразуемой последовательности \jl ( п ) J . Такой алгоритм 
называетоя Ш Ф  с прореживанием по времени. Еели порядок последо
вательности f-tf' л)} п. = 0,1,2, —  , У -  f сохранить, то граф 
Ш Ф  будет выглядеть развернутым слева направо, при атом изменится 
порядок выходной последовательности - это Ш Ф  о прореживанием по 
частоте.

Из приведенных графов видно, что для реализации описанного ал
горитма прореживания по времени необходимо изменить порядок прео
бразуемой последовательности , л  я 0,1,2,..., N- /
Измененный порядок называется двоично-инверсным. Он определяется 
следующим образом. Если записать порядковые номера элементов вход-
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вой  пссладователмеоте в жвоюпюм m m . используя I двоичных 
р а зр я д о в , причем N ■ Z* , а аатем инвертировать порядок сле
дования р азр я д о в , to вслучпянне при вгам числа я будут номерами 
влем вн тов входной веялвдоветвяьиостн после их п ерестан овки. Дня
случая А/ 
в таблице.

2 -  В прямой я двомчно-инверсннй порядок приведены

Номер Дюитаое
представление

Двоичная
инверсия

Двоично-инверсный
номер

0 ООО (X» 0

1 001 100 4

2 010 010 2

3 011 110 6

4 too оса 1

5 101 Ю 1 б

6 110 011 3

7 111 ill 7

5.12.4. Задание к работе

1 . Смоделировать реализацию процесса "еи гн ал  *■ шум*, определив 
ее внборкой значений объема /V* при шаге дискретизации Л Т 
на интервале (ОгА/’ЛТ).  Детерминированннй сигнал

У с и г н  ( ± ) ~ й п и ) 0 ± :  С 0 0  =  А / р Д и >  =  М 0 - ^ г

пум £/iu - центрированный олучайшй процеоо о нулевым сред
ним значением и корреляционной функцией

-с^/е/
Нш (*1 = £

(алгоритм моделирования приведен в разделе 5.$.
Построить график реализации.



- i n 
i ' Используя алгоритм ШФ, вычислить периодограмму смоделиро

ванного процеоса. Построить график. По У 9 реализациям построить 
оценку энергетического опектра.

3. Имитировать прохождение процесса через линейннй фильтр с 
заданной частотной характеристикой ( для и) > О)

Н(ь» /, |а> -и 'о  | К JD ;

О  . \td  -U ‘o \ > D  ■

Используя обратное ШФ, получить реализации процесса после линей
ной фильтрации. Построить график реализации.
Показать на графике, используя результат п.2, как выглядит энерге
тический спектр процесса после линейной фильтрации.

Замечание: при применении ДПФ нужно учесть шаг дискретизации 
и продолжить четннм образом И/со) на отрицательные 

частоты и) < О

I

I

о * 0 

Рис. S. /«?

V/S

Рис. S  /3

Н(-и-аь>)=Н(и аю)
(см. рио, 5.12)
Поскольку при Ш Ф  зна
чения а принято рас
сматривать не в интерва
ле (-/V/3, N/S) а в ин
тервале Со, л/) то про
должение на полупериод 
(-А//2,0) заменяется про
должением на (N/S,N) 
(см. рис. 5.13).

4. Имитировать про
хождение процесса через 
нелинейный безннерцион- 
ный элемент с характе
ристикой

Убыл. — \у&х.\ 
Используя ШФ, получить 
оценку энергетического 
спектра выходного проце
сса по нескольким пери

одограммам. Построить график.
Б. Интерпретировать полученные результаты.



5.12.5. Форма отчета

О тчет по р аб о те  должен содерж ать;
-  зад ан и е к  р а б о т е ;
-  программу д л я  зад ан н о ю  вар и ан та ;
-  график смоделированной реализации  "си гн ал  + лум " до и после ли
нейной фильтрации;
-  графики эн ер гети ч еско го  сп ек тр а смоделированного п р о ц есса , про
ц е с с а  после линейной фильтрации н п осле нелинейного п реобразова
ния;
-  интерпретацию  р е зу л ь т а т о в .

5 .1 2 .6 .  Б азовы е программы

Подпрограмма (6 5 0  -  699J м оделирует /V  о т сч е то в  цроцеооа 
"си гн ал  t  шум" н заво о и т  и х в  ы асоив /(л/)

660 &£** е л ь  п р о ц е с с  а

655 S3 = jQeiJ) \ 3/ = S3*Q.
660 У(0)= 2*ел/о(0>*ss -S3

665 F oer*/  rov\r<T)= r(T-0*£'+3~Q/*I>t9i*J*-ss\A'/r*rT 
670 IS  = 2 ~ P I * V0
676 РОв r= f ГО Af \ Г{1)= Ytr) fC 0 3 [I* I3 )
680 P H iv r  " f(*  i* )-,"  ? ( г ) \ f/exr I  
699 &£TUQfif

П одпрограмма (1 1 0 0  -  1 3 4 0 ) осущ ествляет п р еобразован и е Фурье 
м асси вов действительн ы х и тштх  ч ао тей  {А * I ы) и AS (л/)) 
входной п оследовательн ости  к  зап и сы вает действительн ы е и мнимые 
ч асти  р е зу л ь т а т о в  в  a t (/if) и А 2 (/v).

1100 п е н  6 пф
1110 /f3 = А7-2 \ * 1  = A f-f \ •7'= /
1120 FOH Г=/ Г О  Л/1
1130 fF  I  > = J гн е -Af / iS0
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1140 Л *» А И П \  At(j) •At(r) \ At(T) * 8
1145 & =■ AS (J) \ A 2 (J ) * А2(7) \ AS(T) = е
1150 М « Л ' й

1160 IF ( t > ~ j  гнелг Н9ф
1170

1180 6-0 ГО f{G0
1190 J * J  + M
1200 и ел г  г
1210 С ~2
1220 Foo 1~/ го м
1230 \ ut=> t \ U3~9
1240 F  = PT/»
1245 t f  p =0 гнел
1250 u/t - COS (F) \ W! = SINtFl
1255 FOP /= < / rt> #
1260 f ob  r = j  rOAf $ге» с \  ^ » f+K
1270 rt *A/ (J )»Uf  - Ag(3)*U2

rs  *• a t w  *ua * а з  (si* и  t
1280 At(Si^AffT) - rr\ ASM).  A i f s ) - n
1290 AidJ  = AttA * r /\  A2(T)- ASUi* Г2
1300 /ue*r r
1310 B = u/*tst  -из*ь/г\  us*u/*wa +u2*u/ t\iu-n
1320 А/елг j

1330 с = с +e \ * e x r  t
1340 в еги а м

Псщ програмга (1400  -  1430 } рассчиты вает значения ен ергети ч еско- 
го  сп ек тр а п р оц есса и 8вн оси т а х  & м асси в В ( N)

1400 н е м  эн е р  г  е  г м . с/7е#гр
1410 FOOT* /ГО М\В(Т\*=(А*(1)*ЛПТ)+А21Г1»Л2(1))/Л/\МгЛГ т  
1Ш пегие#
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Г д ав я ая  программа 110 -  99)
-р аосчи ты вает периодограмму п роц есса "си гн ал  + азы";
-  по flfS реализациям  строи т оценку эн ергети ческого сп ек тр а про
ц е с с а ; ,
- имитирует линейный фильтр с частотной характеристикой Н 1м) ;
- вычисляет реализацию процесса после линейной фильтрации (обрат
ное преобразование Фурье) ;
- имитирует работу нелинейного элемента с характеристикой

Убыл. **1У »
- вычисляет энергетический спектр процеоса после нелинейного пре
образования.

1 0  / 2 Р М  Г Л А В Н А Я  Л  Р О Г  Р А  М М  А

1 2  Я Т М  У Г 6 4 \ , А  f ( 6 4 )  , A 2 ( S 4 ) ,  S / 6 4 )  , А / ( б 4 ) ,  6 3  ( 6 4 )  ,  Я  ( 6 4 )

1 5  R A M & D M I 2 е

1 7  P / я  / v r  " ю л а /  О Б Ъ е н  В Ы Б О Р А М  Л / "

1 9  Р в  Г  А / Г "  Ч И С Л О  Р Е А Л И З А Ц И Й  А / 9  "  \  Г / У Р 1 / Г  ,А/д

20 Foe г= / го /v\a/(T)=0\B2(i)=4>\ н(т)=ф\л//?лг т 
22 P H T N T ^ A  , Т  \ I * P U r  А , Г , А > ф , Х >

2 5  р =  / \  е * е * р ( -  т / Л ) \ & = ■  ( / - е + е )

2 7  F o e  Г -  Л > Ф * - / ~ Г >  г о  Н ф + / * £ \ Н ( Т ) = * \  А / е л  г  Г  

30  Р О Й  Г  *  N - H - K 0 - Z >  Г О  A ' + / - A > 0 r J ) \ H ( T ) =  / \  А / е л Г Т  

3 2  г о я  Т Г  -  /  Г О  л / 9

35 & o s u b  s s &  \  л е м  м о д е л ь  п р о ц е с с  а  

3 7  F O G  Т ~ /  г о  м \  A t ( T )  =  r ( D  \  A S  ( I ) -  ф  \ U £ ~ J C  Г  J  
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6. РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ Э К Ш Ш 1 Ш Т А Л Ы Ш  
ЗАВ'.СШЗСТЕИ

Как извеотко, коэффициент корреляции характеризует степень ли
нейной зависимости мешу случайными величинами. Однако целому ря
ду процессов, с которыми приходится иметь дело на практике, при
сущи нелинейные овязи. В подобных ситуациях применение корреляци
онного анализа неэффективно и может привести к ошибочным внводам.

Более общим, чем корреляционный, является регресоионный анализ, 
опирающийся на измерение условных вероятностных характеристик.

- i i f -

6.1.Понятие регреооии

Регрессией в теории вероятностей и в математической отатисти- 
ке называют завиоимость среднего значения какой-либо величины от 
некоторой другой величины или от нескольких величин.
В отличие от чисто функциональной завиоимооти у  = £(-£ ) когда 
каждому значению независимой переменной л. соответствует одно оп
ределенное значение величины у, при регреосионной связи одному
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и тому же значению л  могут соответствовать в зависимости от 
случая различные значения величины g

Если при каждом значении Л / наблюдается /?/ значений^-/ г
г ■ ■ > #in. величины ^  то зависимость средних арифмети

ческих от л.г н является регрессией в
статистическом понимании этого термина.

В теории вероятностей зависимость двух случайных величин ^  и 
^  определяется совместным распределением вероятностей с плотно- 
стыо распределения При каждом фиксированном значении
Л величина ^  является случайной величиной, распределение кото

рой характеризуется условной плотностью f  ( )  Регрессия вели
чины -j/ по величине л  определяется условным математическим 
ожиданием

которое можно рассматривать как функцию "независимой" переменной^

В этом смысле уравнение ^ = р (л ) называется уравнением регрес- 
оии, а ооответотвупций график - линией регрессии величины по 
величине л  Мерой раооеяния значений случайной величины ^  от
носительно линии регрессии может служить условная остаточная ди

сперсия 2?* < -  <у/л.> :  =
Q

Если <5~ (л) а О при всех значениях Л  то можно с достоверно
стью утвехидать, что у  и Л  овязаны отрогой функциональной 
зависимостью.

Регрессия используется для прогноза значений у  по Л. , 
обеспечивая при этом эффективный прогноз, то еоть с наименьшей в 
ореднеквадратичееком сшибкой [ 15, /6 ]

Регрессия может отроиться для двух значений одного и того же 
процесса, измеряемых в разные моменты времени. Например, для ста
ционарного нормального случайного процессам/'/) плотнооть услов
ного распределения значений £ (4 +1 ) , если л(£ ) = Л0 имеет

где Q[T) - коэффициент корреляции, Gs - диспероия процеоса, то

м  ( # / л ) = < # М  > = J  j f i f t y M d y .
- со

< у м >  = $('*)

ВИ”
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есть является нормальной плотноотью с математическим ожиданием 
б(т)%к'.0 и диспероией (?{ S-£ S(D] Следовательно, регрессия 
лЫ+г) описывается уравнением

ur=* &(T)JL0 
и является линейной.

Регрессия может также характеризовать зависимость двух разных 
процессов, например, процесса л  Ц) на входе канала связи и процео- 
са^(^) на его выходе, если при прохождении ао каналу сигнал под
вергается преобразованиям, к нему добавляются пумы и т.д.

Регрессионный анализ - раздел математической статнотихи, объе
диняющий практические методы исследования регреосионной зависимо
сти между величинами. Его целью является определение уравнения ре
грессии.

На начальном этапе выдвигается предположение од общей виде ура
внения - выбирается модель регресии. Предварительное представле
ние о линии регрессии можно получить', если на координатную плос
кость (•*,£/) нанести точка с координатами (Л;, ) ,£ = 1,2,... ,и ,
где - среднее арифметическое всех значений величины , по
лученных для фиксированного «£/ На основе этой диаграммы, а 
также имепцихся введений о свойотвах процеосов, обуолавливапцих 
овязь иевду величинами, выдвигается гипотеза относительно типа 
функции g  (•*} Например, если раеполвоюяие точек на диаграмме 
близко к прямолинейному, то допустимо попользовать в качестве при
ближения линейную регрессию

^  (£ ) + ув/^ ►
Широко применяется полиномиальная регреооия, при которой

“ А »  Т А - *  +JbsJCs+ ■ • • +J>tn 
Отчасти это объясняется проототой аппроксимирующей функции и тем, 
что всякую непрерывную на некотором отрезке функцию можно описать 
полиномом с любой найерак заданной точноотью. Полиномиальную рег
рессию называют также параболической регрессией степени /п

Часто giJt) выбирают в виде линейной комбинации некоторых фун
кций (Л) овойства которых по каким-либо соображениям пред- 
отавляются удобными

£(£) + А £ , W + fisfa W *  • ‘ +J>m (<*-)•
Все приведенные формы являются линейными относительно неизвестных
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коэффициентов Jbf (  « 0,1,2 /п которые оцениваются по
отатистическим данным. Эта коэф$ицкеитн линейной модели регреосии 
назывеютоя коаффициентами регрессии. Понимая под Jb совокупность 
воех £ = 0,1,2,..., /гг введем их в обозначение модели ре-

греосии у -  а )

Оценка неизвестных коэффициентов регреосии по отатистическим дан
ным ооущеотвляется методом наименьших квадратов (№К). Оценкиf i Q f 
f i i .....Jf/yj, п а р а м е т р о в ,j3f , . . . ./>т , полученные этим методом, 
называются выборочными коэффициентами регрессии, а уравнение 

у  Ш 0 ( л ; £ )

определяет эшшргчеокую линию регресоки.
Если исследуемые величины можно считать нормальными, то оцен

ки коэффициентов регрессии о помощью Ш К  совпадают о оценками, по
лучаемыми методом максимального правдоподобия ( Ш Ш ,  являются не
смещенными (средние значения оценок равны искомым параметрам), эф
фективными (имеют наименьшие возможные дисперсии; и подчиняются 
нормальным распределениям.

При допущении, что величиныy j ( )  нормально распределены, наи
более эффективно осуществляется проверка точности построенной эм
пирической регрессионной зависимости и проверка гипотез о параме
трах регрессионной модели. В этом случае построение доверительных 
интервалов для истинных коэффициентов регрессии jB& </>, , • • •, Jb/n 
и проверка гипотезы об отсутствии регрессионной связи (j&; = О,
/ =1,2,..., /Я.) производится С помощью распределения Стьвдента.
Первоначально термин "регреоскя" был употреблен английоким 

статистиком Ф.Гальтоном ( 1886) 8 теории И&следртвенности в следу
ющем специальном смысле: "возвратов к среднему состоянию"(ььдыл- 

to/n&cUocstiiy) было названо явление, состоящее в том, 
что дети тех родителей, роот которых превышает среднее значение 
на в. единиц, имеют в среднем рост, превышающий среднее значение 
меньше, чем на Л единиц.

6.2. Регрессия значений выходного процесса 
по значениям процеоса на входе сиотемы

Условная плотность вероятности f i y t *  ) служит эффективным 
инструментом при анализе различных процеосов и устройств. При ис
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следованиях прохождения сигналов через различные системы условную 
плотность вероятности выходного сигнала */(£) относительно вход
ного л(£) используют в качестве оператора, устанавливающего соот
ветствие между характеристиками сигналов на входе г на в ы х о д е J. 
Наиболее важннш числовыми характеристиками условного распределе
ния являются условное математическое ожвдгние М(у/*£ ) и условная 
дисперсия Л(у/<л) то есть уравнение регрессии у  по jl и  ос
таточная дисперсия &г(и) как мера рассеяния значений л/ отно
сительно линии регрессии.

Для установления связи между выходным и входным сигналами в 
эксперименте используется модель, основанная на упрощенных, но 
правдоподобных предположениях: велучина л  считается контроли
руемой величиной, значения которой заранее задаются при планирова
нии эксперимента, а наблюдаемые значения у  представляются в виде

+ / = 1 . 2 .... А/ j
где • - случайные отклонения от линии регрессии, независимые 
при различных измерениях, одинаково распределенные о нулевым сред
ним значением и дисперсией &г (и1).

Случай неконтролируемой переменной Л отличается тем, что в 
ходе эксперимента одновременно измеряются реализовавшиеся значе
ния х ( v ij( /  = 1 , 2 после чего измеренные значе
ния Л с упорядочиваются и группируются по интервачам заданной
длинн, выбираются центры интервалов j l i  i  * 1 , 2  а> и

соответствующие точкам этого интервала значения J  * 1,2...
Л/ соотносятся с центральным значением л/
Объем исходно.! выборки пг- определяется при этом о учетом 

предполагаемого числа интервалов к в ориентировочной оценки не
обходимых объемов частичных выборок Л /  . Дальше регрессионный 
анализ в обоих случаях проводится одним и тем же споообом.

Схему эксперимента по определению регрессии выходного лроцеоса 
у  It) по значениям процесса на входе сиотеыы jc (i) можно постро
ить следующим образом.

Первый етап - предварительные наблюдения. На этом этапе произ
водится одновременная запись реализации входного процесса 
и соответствующей реализации выходного процесса jlH ) с тем, что
бы получить общее представление о характере преобразования, воз
можном диапазоне изменения значений каждого процеоса, глубине и 
частоте флуктуаций, порождаемых шумами. Длительность записи Т
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выбирают так, чтобы она значительно превышала интервалы характер
ных временных изменений каждого процесса.

Второй этап - планирование эксперимента о контролируемыми зна
чениями
, Iia основе предварительных наблюдений, а также известных сведе

ний (если они имеются) о распределении значений входного процесса, 
характере преобразования, интенсивности и маоштабе корреляции шу
мов определяются:

- размах выборки и шаг дискретизации значений входного процес
са x ( t )  ; задается последовательность контролируемых значений
Л ~ L =  1 ( 2 , , . , , ^  i

- объем Si ̂  частичной выборки значений выходного процеоса
j  =1,2 s i; для каждого контролируемого значе

ния JL; i  = 1,2,..., A' j чтобы обеспечить некоррелирован
ность знрчений они отсчитываются с временным интервалом,
превышающим масштаб корреляции шумовых флуктуаций выходного про
цесса .

Третий этап - измерения. Для каждого U.i из последовательно
сти контролируемых значений производят Л{- измерений значений 
y - j выходного процеоса о заданным разносом во времени. Резуль- 
татн измерений наносят на координатную плоокость(л, у ) в виде 
точек с координатами {£ {,уу) образующими диаграмму рассеяния. 
Пример диаграммы показан на рис. 6.1. Затем для каждого -£/ вы
числяют выборочное ореднее

¥ ‘ '*,}!/</
и указнвают доверительный интервал о заданным уровнем значимости 
(см. раздел 4. 9 ) Точки и доверительные интервалы,
нанесенные на плоскость (<*.,у )  , деют предварительное представ
ление о линии регрессии (рио. 6.2). Но поскольку для каждого 
частичная выборка имеет конечный объем, то выборочное среднее ~у. 
является случайной величиной, и точка (Л; , ) может не попасть
на линию регрессии.

Стандартный метод оценки линии регрессии ооновывается на при
менении линейной по параметрам модели

т

е=о
где ^ е (JL) - известные функции, а коэффициенты j3£ оцениваютоя



-ЯК-
ПО методу наименьших квадратов (№KJ.

На четвертом этапе выдвигается гипотеза относительно общего 
вида линейной модели, то есть задается число слагаемых т . и 
выбираются функщш §.t Ui\ С *0,1,...,/»

Рис. в. f

Затем по результатам иайшцаний находятся оценки неизвестных па
раметров J!>£ . В  качестве Ш^океаов етих параметров принимают
ся значения Д -  « Д.  такие, чтобы отклонения точек
Uj.tAj) от линии регрессии бшга минимальны в среднеквадратичес- 

ком, то есть чтобы квадратическая форма

Фиь»,А> —,Ап> ;^ )]S
имела наименьшее возможное значение. . .

Н еобходим о* условием вяотрем ум а функции (рх^е • • • 'кР/п'
я в л я етс я  р ав е н ст в о  нулю частны х производных
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Ъф(f i o . f i , fi/rt) _ £=0, i т . .
dj&e

Поскольку

«= - 2 L {уI §■ и  г I A)] $е U i)

то экстремальные значения параметров долины быть решением
системы линейных алгебраических уравнений

К к л'
Ао §о 9т- —

i* *  i - t  „  ^

Уi$eU l>  ;t •=■ /
И # #

Л  L 90W 9№ + fitZ. 9 , 9 m  W > 9, <■*<+i= t l =/ С-/

~£- 9 i 9 1 *
*  /и *

А £ & Ъ )9 м *)+А,£4/*>& м + ■"AnL&n M & l w
/*/ l - t  ц

которая называется нормальной системой.
Такйм образом, МНК-оценки коэффициентов регрессии ,

£ = 0,1,..., /п определяют эмпирическую линию регрессии

Эта линия каждому значению входного сигнала ставит в
соответствие ординату у. - оценку условного среднего значения 

выходного сигнала. Однако качество этой оценки сущест
венно зависит от того, насколько удачно выбрана модель регрессии. 
Можно считать, что эмпирическая линия регрессии удовлетворитель
но согласуется с экспериментальными данными, если она для всех 
значений О.; накрывается доверительными интервалами для условно
го математического ожидания <^-/^/> , построенными для заданно
го уровня значимости. Если же это не достигается, то модель ре-



6.3. Лабораторная работа "Регрессионный анализ 
экспериментальных зависимостей*

Дельв лабораторной работы является моделирование на ЭВМ нели
нейны! безынерционных преобразований случайных процессов к приме
нение методов регрессионного анализа для определения характерис
тик нелинейных элементов. Работа выполняется с применением диало- 
го-вычвелительного комплекса.

греесив нужно пересмотреть.

6.3.1. Задание к работе

1. Имитировать работу нелинейного устройства, преобразующего 
входной сигнал .х. ( в выходной */(£) но закону

у (6) = Z -гi-XLt) - л.*(t)  т щ  t)
если #; (£) - аддитивный нормальный шум с нулевым средним зна
чением < Щ > в О и дисперсией 6~р = 0,5s Mt)* СОЛи>£

Построить графики реализаций процессов // ('/J и Л1 /■) при 
условии одновременной регистрации их значений в моментн времени 

t i  = i а Г  t ; А 7~ - интервал дискретизации
Л Т = (л/£сО=Н в  -  число отсчетов на полупериод коле
бания. Определить размах каждой полученной выборки.

Z. Построить план эксперимента: определить последовательность 
контролируемых значений Л ; i  *= 1,2, ; для каждого

■Х{ определить объем /V/ выборки значений y ^ j / = 1,
2  /V I

3. Провести численный эксперимент: построить диаграмму рассе
яния на плоскости (и., £/) ; определить для каждого и/ услов
ные выборочные средние у^ и указать соответствующие довери
тельные интервалы на уровне значимости ot. - 0,05.

4. Выбрать модель регрессии и оценить методом наименьших 
квадратов коэффициенты регрессии; построить линию регрессии и 
проверить ее соответствие экспериментальным данным.



- т -

6.3.2. Форма отчета

Отчет по работе должен содержать:
- задание к работе;
- программу для заданного варианта;
- графики реализаций процессов JL (£) и на входе и выходе 
нелинейного устройства;
- диаграмму рассеяния в плоокости (*е, у ) ;
- значения условных выборочных средних V/ ( I) границы довери
тельных интервалов;
- модель регрессии и ШК-оценки коэффициентов регреосии;
- график линия регрессии с указанием выборочных средних и довери
тельных интервалов для них;
- обоуждение полученных результатов.

6.3.3. Базовые программы

Главная программа 
Программа (10-99) обеспечивает исследование регрессионной за

висимости между процеооами У и Л по отатиотическим данным 
и печатает коэффициенты регреооии 6  ( I )

Обозначения:
ft - объем выборки входного и выходного процессов; 
w - чаотота входного сигнала;
£  - чигио оточетов оигнала на полупериоде колебания;
V  - число контролируемых эначений X

- объем выборки значений У при каждом контролируемом зна
чении X I
М - степень аппроксимирующего полинома.

10 DTM Г'130),Х*(20),1>(г0),А(20,3/),Я(2ф,2/), 6 (2 0 ),Г(2ф)
20 R A  V D O M 1 2  £■

30 p u t  л/г ”/v, w, « ,  н, w ,m ', \ т/rpur л>, к о .,# , м , м 

35 н  “  РГ/(0. -hs)
4 0  FOR Г - t  ГО Л/\ X = C0S (Н *Г+Ь')
45 G0SI/B 2000  \ &£М МОДЕЛмРОЬАНие
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50 P P rvr "л(“! “)=■“* \ Г Г
60 б-о зи  a  /fa# \ в ен  эм с лерм м ен  г
70 6csua /а»# \ оем матрица норм, пр-ми*}
80 tost/а  /*0 0 \ а  ем  м е то д  гаусса
85 .ортл'Г •ноэффициенгы регресс мы"
9 0  РОД т=0 ГОМ\РбТ»Г”В1*1")<.’ В(Т)\ /*£ХП 
9 9  STOP

Подпрограмма (2000-2020; моделирует значения У процесс* 
на внходе нелинейного устройства о характеристикой

у - s *злс -л3 +а (*) ш
где £(-6) - иормальннй пум о <fe> ■ 0 и « 0,5.

200В y=2t-X*(£-Jf*X) Об (В//Л m)*C0S(PT»P * ДМ (9»
2020 ц еги ен

Подпрограмме (1500-1590) обеспечивает проведение численного 
эксперимента: расчет диаграмма рассеяния У(х) , ваборочних ере- 
дних У/(г) и даопероий D ir) для каждого Xt(I) из последова
тельности контролируемых значений.

1500 ГОе ТЖФ ГО М\ //8=/*f-/\ N3=AH*-NZ 
1510 5~Ф\Д*=Ф
1515 РРГ/vr "VOH rPOAUPt/PM OF X/("l') ”, \ TUPU Г К 
1520 ro e  j = / ro  ass 
1530 &03UB S00f>
1540 J *  С = У*У\J>/ = J>f*C
1545 PBTfl/r *Г(0Т ,Г а)**Г \ f/EJtrs
1550 Jt f(r)-X\ yS(r)*S/ASS\J)(T}*Dt//*S -S*-S/s<3



1560 PJHT/Vr r , X/tf) yt(T) ,2>(X)\ M£~X Г T
1590 e r r t / e *

Подпрограмма (1600-1699) формирует матрицу плава F t в рас
ширенную матрицу А нормальных уравнение для отеленных базис
ных функций.

1600 Foe т=Ф гоа1 \*~ х/m  \ г(ф) = / \ пу)
1610 рое го M-i \ r-fm г  *■ r( j)
1620 r(J--rt) « /V \ /*Fxr J
1630 FOB J* 0  гом\ F/(J, n  - rtJ) \ мех r  j
1640 vex  r  r
1650 FOB L *0 TO M
1660 FOB J=L ГО M \ J  = 0 \ 6  =0
1670 FOB S -0  TOtf \ B/*Ft( * S+B f *F/(Jt I)
1675 ГР J-M  гнел/ B+Bt*yt<r)
1680 не* г  г
1685 A(4,SJ*3\ A (J , i ) -3 \ f fF X T J  
1690 А.(Ь,М*»=б \ V F x rt  
1699 B£TUBht

Подпрограмма (1700-1799) находит выборочные коэффициенты рег- 
ресоин как решения сиотемы линейных алгебраичеоких уравнений ме
тодом Гаусса и заносит их в маоокв B(*t)

1700т м/ <=М+*
1710 FOB L = 0  rOAt\l/-L,/\ S=A(L,i.)
1720 FOB J=  i f  ГО »AA(4,J)=>A(L,J)/S\A/FAr J  
1730 FOB T’ JLf TOM \ B~A (Г,&)
1740 FOB J=L f rt>Mt\A (J,7) = A(T,J)~AU,JJ#je\A/FXTJ 
1750 Л/СХГТ

- { 9 6 -
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1770 в/М\ *A(M,M1)
1760 Род г=м-/тоф sre p - t\  A t i , Mi)
1790 fOfi J=Tti TOH\3 -  S -A ( r , j ) ‘  6(J) \ vex  r j -  
1795 &(T) = $\ Mtr'JfT Г 
1799 /ет/ел/

7. ПРИЕМ СИГНАЛОВ В ПРИСУТСТВИИ 1Ш0В

Прием радиосигналов всегда связан с присутствием шумов. Это 
могут быть как шумы, приходящие вместе о сигналом, так и собствен
ные лумы приемной системы. Если интенсивность сигнала сравнима 
или меньше интенсивности шума, то прием сигнала может быть осущес
твлен с применением статистических методов. Такие ситуации часто 
возникают в системах связи, радиолокации, радиоастрономии и т.д. 
При втом выделяют две группы задач [ I, J - А ) - задачи обнаружения 
ожидаемых сигналов на фоне шума и задачи выделения полезного сиг
нала из смеси сигнала и шума. Внешне похожие эти две задачи су
щественно различаются. В первом случае наблюдатель должен с мак
симальной надежностью вынести решение о наличии или отсутствии 
сигнала, не заботясь о точном воспроизведении его формы. Во вто
ром ие речь идет о наилучшем в смысле выбираемого критерия вос
произведении сигнала, скрытого в шумах.
Если формы спектров сигнала и шума различаются, то решение этих 
задач удается найти в рамках методов линейной фильтрации.

7.1. Согласованная фильтрация при обнаружении 
сигвгаа

he вход линейной системы поступает сигнал

a ( t )  - S0 ( t ) * b H ) ,
представляющий смесь полезного сигнала конечной длительности 
«5а(1) и стационарного шума £, (*) Если передаточная функция 
системы есть Н /“’) то после линейного преобразования регуляр-

1760 ЛГ4ГА Г  L
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пая соотавляпцая сигнала будет равна
, -i<ot

.5 И) = J Ши» S0 (*>)* - (7.1)
- <хэ

где .5о (ь>) - спектр полезного сигнала, а стационарный шум с 
нулевым средним значением < £; {■£)>= 0, дисперсией 0~ог и 
энергетическим спектром W0 (ь>) будет преобразован, согласив 
(5.48) в стационарные шум с энергетическим спектром\1-1{и>)\г№0(ю) 
и дисперсией ^

(7.2)

Определим отношение мгновенной интенсивности регулярного сигнала 
к средней интенсивности шума на выходе линейной системы - отноше
ние "оигяал/шум"

JU. - i J ( i ) ] !/&S (7,з)

и поставим задачу найти передаточную функцию И(и>) такого 
оптимального (Ьильтоа. отношение "сигнал/шум" на выходе которого 
будет наибольшим. Оценим вначале IJ(t) I1 , используя неравенство 
Коши-Буняковского. Предположим, что и/в (ьУ) Ф 0 в пределах полосн 
частот, занимаемой полезным сигналом, я «редсташи подвнтеграль- 
вув функцию в (7.1) в виде

\н«*
Тогда в фикеиройаянвй момент времени t 0

d ti> ? LS-MI* du>
.CO K ( « »  * *

Если учесть (7.2) и (7.3), то полученная оценка означает, что

7  | Л Й *
" J U/0 2Я-

—  СЯО
Запишем это неравенство в следующем виде

т « DO — рО О



и выясним, возможен ли такой выбор //А1') чтобы это соотноше
ние перешло в равенство. Очевидно, для этого нужно принять, что

///о>) =  -------------  (7.4)
к »

Линейный фильтр с частотной характеристикой (7.4) обеопечит для 
выходного сигнала наибольшее значение отношения *сигнгл/\пум" в 
момент времени i c и по атому критерию будет оптимальным. Часот- 
ная характеристика (7.4) придает больший вес тем частотным интер
валам, где преобладает спектр полезного сигнала, и уменьшает вклад 
интервалов, где увеличивается спехтр шума. Такой фильтр называет
ся также погдяппваиннм фильтром, а приемник иопользулщий его, со
гласованным приемником.

Если в полосе приемного устройства энергетический спектр пуна 
|^и)мохно считать равномерным и принять (to) = W0 (при
ближение "белого шума"), то частотной характеристике (7.4) будет 
соответствовать импульсная переходная функция

k l w0} j °  T * = & t o

и сигнал Л. Иг) (7.1) после линейного преобразования будет пред
ставляться выражением

ОСТ

M -i.
В этом случае согласованная фильтрация оводится к выделении корре
ляционной овязи принятого и ожидаемого сигналов, то есть согласо
ванный фильтр можно реализовать в виде коррелятора.

При согласованной фильтрации форма полезного сигнала искажает
ся, например, прямоугольный импульс преобразуется в треугольный 
(см. 7.3, задача 1),при этом возрастает максимальное значение его 
амплитуды. Решенсе о наличии или отсутствий сигнала 5„(^) выно
сится при сравнении 0 некоторым пороговым значением у 0
завание которого определяется выбором критерия обнаружения [ 4 ]

7.2. Выделение сигнала из лур*

Полезный, несущий информатор ригнал часто можно рассматривать



как стационарный случайный процесс £ (J) К нему примешивает
ся помеха - статистически независимый стационарный шум £  (£) 
Пусть суммарный сигнал

jc(-i) - + Н ( i ) , = <  > = <*>( i)> ° 0
преобразуется линейной оистемой

у(+) =  J , А ( г ) - 0  при ^ < 0 (7.5)
-  о о

которая характеризуется импульсной переходной функцией А.(.т) или 
частотной характеристикой N(<*>) Нужно определить, каксй дол-г 
нна быть линейная система, чтобн выходной сигнал с некото
рой задержкой to  наилучшим образом в ореднеквадратическом вос
производил полезный сигнал | ( i  ) то есть чтобы диоперсия ошиб
ки воспроизведения

< [ у { *  + Ъ )  - 2  Ш ] * >  «  <JU-S > (7 .6 )

была минимальной. Выполним в (7.6) почленное усреднение 

< y stt +Ть)> -2<#(£-+Ъ>) }(*)>  =  *JUS>
и воспользуемся представлением (7.5) для у  (£) , тогда

JJ к (т‘)dr*A (r")dTu Шг'-Т<} + Ц (т'~*•) ]
ео ‘  (7.7)

-2 J +^(о)= <jus>
~ о о

Варьируя < JIL&(i )> по A l ’E) получим
оа .ОО

<?<jus>=2 J  Вк (т^ат'Н h (т')ат" Щ (г -т1+М(т-г*1 ]-^(t ‘- ш
— оо - оа J

Дисперсия ошибки воспроизведения будет минимальной, если при лю
бых (я) и (т) вариация JUS> равна нулю, то есть если 

h  (Т) удовлетворяет уравнению
00
1 A(T,)o L f'[U .(r-r‘)+ h'^-T ')] = Ц^(ё-Vc). (7.8)

— ОО

На первый взгляд, решение этого уравнения несложно получить, при
меняя преобразование Фурье, однако это не так. К значительный ос
ложнениям приводит условие, вытекающее из принципа причинности:

-£00 —
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отклик системы не может возникнуть раньше внешнего воздействия 
на нее, то есть А. (г) = 0  при Т< О С учетом этого условия 
уравнение(7,В) имеет вид 

оо

J  hlT‘)dT' [//, =  /Л 1т-га) ,Р>0,
о

и называется уравнением Винера-Хопфа; его строгое решение может 
быть получено методом факторизации [ J , 4 J но в общем случае 
оказывается сложным для анализа и неприменимым для практических 
расчетов. Рассмотрим приближенное речение при условии, что задер
жка Тс достаточно велика. В уравнение входит два временных 
масштаба: время корреляции процесса %(■{•) и помехи Ы. (±) Обо
значим их и и для определенности примем, что > ̂  .
Импульсная реакция линейной системы, восстанашивавдеИ с наимень
шими в среднеквадратическом искажениями сигнал , должна
быть по длительности Тс , определенной формулой (5.50), сопоста
вима с корреляционной функцией (•?) то есть Тс Ес
ли Т0 »  то отклик системы, достигающий наибольшей ин
тенсивности спуотя время Т0 после начала воздействия, будет в 
основном проявляться при | S" - | •€ Z'j и условие А(Т) = О
при £“< О будет приближенно выполненным. Учитывая это, приме
ним к обеим частям уравнения (7.В) преобразование Фурье по пере
менной ff в результате получим

t W£.(co)\ =w^(u))eiu}r*, 
где fc/j / о)) и (со) - энергетические спектрн процессов \ ( t )  
и £  С 4 ) <. Отсюда следует приближенное выражение для частотной
характеристики оптимального фильтра

I У / \ я itJTo
-------- > (7.9)

(и)) -г
который строго условию физической осуществимости не удовлетворяет.

Используя (7.9), вычислим минимальную диспероюо воспроизведе
ния, для чего запишем (7.7) н спектральном представлении

(и))} ^
— ОО

и подставим найденное выражение для И (со) в результате полу



чим
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^ 7  U/^U^JCO) du> (7.10)

- ©о W\j (и*) *■ (o>) 2 at

Формула (7.10) показывает, что ошибка воспроизведения полезного 
сигнала J (i) оптимальной линейной системой может быть равной ну
лю тогда, когда энергетические спектры процессов \ ( i )  и t-tf) 
не перекрываются, тс есть когда при любых сое <- °*> > °°)

7,3. Задачи

1. На вход линейного обнаружителя поступает прямоугольный импульс

с 1И^Ть/2 i
I О , \i\>Td2,

погруженный в белый шум с полосой F  Требуется определить 
форму сигнала и отношение "сигнал/шум" на выходе согласованного 
фильтра.
Решение. Сигналу Sc(t) соответствует спектр 

S0 (u) = s0 to J in ( * p ) / (  - f ^ )

Если спектр белого шума tV0 —CPfist, то 
л - г  F \  L /  d u  _  F

°° Zt/g 20r S3r 
и на выходе согласованного фильтра (7.4) при г/Гл> 1 имеем

О , V - t c)>To
Прямоугольный импульс переходит в треугольный, пиковое значение 
которого ?  = S%T0 /W0 Дисперсия шума на выходе равна

* * -\ К
S *(w ) 1 do»

ZSC -J
5(01) S (u>) с/и)

К  * *
и для отношения "сигнал/лум” (ОСТ) имеем
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X w0
На входе при этой ОСШ было равным 

^ а/  ̂\ _ •So   £о
<JU° > - 5 ?  -  W^F »

и выигрыш в ОСШ от согласованной фильтрации равен 

<JUs>/< ju*> = f  7-0 »  1
Достаточно лишь, чтобы длительность входього импульса Т0 во 
много раз превосходила характерное время корреляции шума на вхо
де TUi ~ 9Я  /F
2. На вход линейного фильтра поступает экспоненциальный видеоим
пульс , )

А г' i * r ;
О , 4 > Г

на фоне стационарного белого шума п  ( i ) .
Определить комплексную частотную характеристику фильтра, обеспе
чивающего наибольшее отношение "сигнал/шум".

3. Определить импульсную характеристику X. (4) согласованного 
фильтра для сигнала

AUntOoi o a t s r ;

J o « ) -

•Sot*) -  \ о t t > r ,
смешанного со стационарным белым шумом.

4. Полезный сигнал 3(6) можно описать как стационарный случайный 
процесс с нулевым средним значением и корреляционной функцией

#3 ( г ) = 6 - 0 е
Определить частотную характеристику оптимального фильтра, воспро
изводящего сигнал $ (  i ) с наименьшими в среднеквадратическом ис
кажениями, если на вход фильтра полезный сигнал поступает на фоне 
статистически независимого стационарного белого шума. Вычислить 
дисперсию воспроизведения сигнала оптималььым фильтром.

5. На вход QC -  фильтра (рис. 7.1) поступает сигнал
jtl-l) = S(6) +п(£)



- 2 < W -

л Ш у(*)

где S  (ё) - стационарный 
гауссовокий случайный процесс 
со спектральной плотностью

2*б$*/(*г+а>г) .

п (4) _ статиотически не
зависимый от 3 ( 4 )  стацио
нарный нормальный бэлцй шум. 
Найти оптимальное значение 
поотоянной времени Tc = QC t 

обеопечиваицее наименьшую в среднеквадратическом ошибку воспроиз
ведения сигнала 3(4)
Решение. Диоперсия ошибки определяется формулой (7.7) (в этом 
случае Тв = 0)

<J i b  = j J A l‘C,)otT'klr“)cLtl,{̂ s lT'-t")+^n_ ( r '-?")] -

Рис. 7. 1

-  2 j  А (т‘) A<t'(<t') + л'у (о)
— о о

где h ( t )  -  импульсная переходная функция линейного фильтра, 
tfs (Z-) и -  корреляционные функции сигнала 3 ( 4 )  и шума
Л (4). Если перейти к спектральному представлению, то

< ju*> =Г^{| | Н(о>\1 и/л (at)j ,

где Ц(ш) - передаточная функция фильтра, Wn (ь»= Wn - спектраль
ная плотность шума. Для QC - фильтра

.. £_ . А= J_ - ±
j3-lui ’ ^  ВС ~

следовательно, если учесть конкретный вид (со) то

“ * dco
23t (Jbs+ufi) (dLKtOS)\ сl+ J i
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Наименьшее значение y t i 1 достигается при jS удовлетворяю
щем условию

Wa  Ы.6-/
с(ув 2 ~U+Jt)*

Если и/л  < 2&//cL то

=  х  =  “1 = ^ -----■Р уг*. 6-s -a.-\fwn
если же ]л/л  ^ 2 /oi то условие экстремума не выполня
ется при J i  > О и наименыаее значение <JU- е> я ff-s достигает
ся при ̂  О т.е. Тс оо

7.4. Задание к работе

1. Смоделировать реализации процесса "сигнал ч- шум" на интер
вале t  €■ (О. Т) определив детерминированный сигнал

. . I A sin o)0i  „ 0 < i , ^ t s < т ;
irs < i < r

и шум £ (£) - центрированный случайный процесс с нулевым средним 
зкачением и корреляционной функцией

-o i l r t  
ГГ) = £ , Ы > еОс

Построить графики трех реализаций процесса при d S = 1; 5; 10.
Дш! моделирования можно воспользоваться алгоритмами и программа
ми разделов 5.7 и 5.12.4.

2.Иопользуя алгоритм Ш Ф  (раздел 5.12 ) рассчитать передаточ
ную функцию согласованного фильтра по формуле (7.4).

3. Вычислить значения полезного сигнала {7.1J на выходе согла
сованного фильтра, применив алгоритм обратного БПФ. Построить гра
фик профильтрованного процеоса. Определить наибольвее значение 
ожидаемого полезного сигнала и отношение "сигна^/фум" на выходе 
фильтра. Исследовать завиоимость отновения от Ж и сС ju i0



- т ~
7.5. Форма отчета

Отчет должен оодераать:
- задание к работе;
- программу моделирования;
- графики проаесоа "сигнал -г пум" на входе и на выходе согласован
ного фильтра;
- график амплитудно-частотной характеристики согласованного фильт
ра;
- график зависимости отношение "сигнал/шум1’ от Л / <У и ы /и>0 ;
- интерпретацию результатов.

7.6. Базовые программы

Подпрограмма (500-530) моделирует видеосигнал и заносит его в 
массив Cf(A'). М/ л/2 - моменты появления и окончания сигна
ла.
500 н е м  с и г н а л

505 P R  г  К/ Г  " Р / , М 2 " \ T / S P U T  Л'/, /1Л2

510 Р Р Г У Г  '  Ч А С Т О Т А  < =  N / S  " \  T f i / P U r  р ф

515 Г О  В  J W  ГО  /V \  С / ( Г )  = 0

520 i f t <=jvs thfm т р т г н е / *  а(г)~АФ*згл/(Т
PT-Fd/Zv)585 л / е л г г  Г V!

530 к е г и д ы

Подпрограмма моделирования шума У (л/) о заданной корреляцион
ной связью (600-699) приведена в разделе 5.7.7 и дополняется фраг
ментом

602 PPS/vr "врсмS' горрельции " \ r.vPu г  а 
604 Е = ехр (-Г/А) \ 4 *S<$/3 (/-F* F)

Подпрограмма Ш Ф  (1100-1340) приведена в разделе 5.12.6 и до
полняется фрагментом (1332-1336 ) позволяющим реализовать в зави-
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симости ст параметра р = 1; 0 прямое и обратное преобразование.

1332 IF Р = / гирл- /34*
1334 FOB I * f го N
1336 а кг) = а НП/м \ аз(г) - л г ( т ш  \ н е *  г г

5одпрограмма (700-790) вычисляет: ^
1. энергетический спектр шума wttlAt) по формуле (ш) = --- —

/ г (*£с
2. действительную и мнимую чаоти 
комплексного спектра оигнала С / (У), с 2 (а/) ; 
комплексного спектра шума У(мJ ;
передаточной функции согласованного фильтра Н/(А/),Н2Ш);
3. АЧХ согласованного фильтра /V

700 в ем СОГЛАСОВАННЫЙ ФИ ЛЬ ГР
705 PR Г А/Т " J4.4 ЕРХО/А N0 = “ \ //W>/V г  М9
710 ЛО/Р /•= / го Л/\ А/Гг)-У(Г) \ А2 (Т) = 0 \ А/елГ г
715 р - / \ £о$!/а г/ 0 0  \ в е н  спектрыуна
720 ГО/} Г- / ГО f/ \ У(Г) = Л ИГ) \ £ (Т) - А2 (I)
725 А/(Г} — С/( Г) \ A S (г) * 0 \ А/£х Г -Г 
730 <tOSU/3 /ЮФ \ Р trМ СП£ <ТР С У  ГНАЛА 
735 W4</) = 2*А  \ Pt= г*РТ/(А/*Г)
740 ГОЛ г * /  ГС */г\х/~ r * f i t \ J =  г - г * /
745 (Г*/)-г*А/1/тЛ*Л»Г/*Г/)\ b/0(J)~»/0(I-H)

750 А/ е л  г  J
755 FOB Г=/ ГО А/ \ ГО ” (Г-/)*3 -РГ * А/ф /Л/
760f С/(Т)*А/(Г) \ С2/-Г )* АЗ (I)
765 А//Г) = С t(T )/^(X )\ А2 (Г) - ' а>(Т)/*'& (I)
770 Н/(Г) - А/(Г) *■ СО£(ГФ) - At(l)  *ST/Z(T0)
775 Нй (Г) ~ А 211) * COS ( Г0) * А /(Г) * ЗГА/ ( Г0)
780 H = SaO(H-f(T)tH t/7) +H2tT) »//2(Г))\б FA/ A VX ФНЛЬ ГРА
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7 8 5  P / ? l / v r  " Т  = ”Г  ‘Ч А С Т О 7> .=" T * -P i" А Ч Х  -  " н \ м е х  Г  Г  

7 9 0  Р е  г и б  м

Подпрограмма (800-895) вычисляет значения сигнала С /  С  м )  шу
ма. У  ( и )  смеси сигнала и шума X  , наибольшее значение ожи
даемого полезного оигнала и отношение "сигнал/шум" на выходе согла
сованного фильтра.

8 0 0  С и Г Н  + Ш У М  Н А  в ы х о д е  Ф И Л Ь Т Р А

8 0 2  63 = 0 \  Ш  = 0  \ = 0

8 0 5  FO/> Т ~ /  Г О  А /

8 1 0  А / С Л  = С / ( Г )  •  H i( I )  - c s ( r )  * Н 2 С г )

8 1 5  А 8 ! Г )  * С 2 ( Л »  H il l )  t  С  / ( / )  *  И  s i  г )

8 2 0  t / е х т  Г

B25 Р = ф \  6-O Si/B / / 0 0 \ 6 В М  С 1 / Г Н А Л  Н А  8 b/ Х О Д Г  

8 3 0  Г О Я  Г  = /  Г О  М

8 3 5  С / ( Т ) = А У ( Г )

8 4 0  А / I X )  -  У С Т )  * Н Н Т )  - г с т ) * Н З ( Г )

8 4 5  Л  i  ( Г )  = 2 (1 )*  Н Н Л  г У  ( Г )  + Н З  С  Г )

8 5 0  Л / е  X Г  Г

8 5 5  & O SU B Н Ф Ф \  & е м  Ш У М  Н А  З Ы Х О Д  Е  

8 6 0  Р О Я  / • * /  Г О  М

8 6 5  J ) f=  2 Н+  A f ( l ) * A t / I ) \ 2 2  = D 3  + А ' ( Г )

8 7 0  X •> С / ( П  *  А / ( г )  \  Г Ф * - Г * е

8 7 5  р в г м  г  " Г ’  г  " в  р е п  Я  = * Г0  * С1 /ГН = " c f( r )  " х

880 г г  с / с е ) > з з  г н е м  s s  -= с / ( т )

8 8 5  м е х  г  г

8 8 7  -О «  J ) / / С м - / )  -  2 3 * £ 3 / ( М * - ( Л / - /))

8 9 0  PDTM Г  ' / Ч А Х  С Ы Г Н ,  -  " s s  "а  // С/] . IjJ. £ А/Х=  "J> 'с / и  & & /* = "
SS  * -6 й/£

8 9 5  в е г и  я м
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Главная программа 

С е /У л Р о г р .

бллт ом хг е
Л Х М  С / ( в 4 ) ,  с г ( В 4 ) ,  У/6 4 ), 2 ( 6 4 ) ,  А / (6 4 ) ,  А З ( 6 4 ) ,  

H * t6 4 ) , H 3 /S 4 ) h / 0 / 6 4 )

p e r #  Г  * г / и  С / I О  r o t/tx  А> *  3 *  " М * " М » *  \ TM AU  Г  М  

Р В Г М Г  ¥М *  * \  Г л ' Р и  Г  / У

p/г та/т "м а г - " \ r/ypi/r г
рДГА'Г "С/й/ М Л  АЛ. = *\ TrtPur АФ \  A(t = SQQ(/)0 ) 

&4>л/в s a a  \ о  е м  м о д е л ь  с и г н  е / ( т )  
й -с з и в  б&0 \ л е н  ш у м  у ( х )

& o s u a  70Ф \ й е м  A V X  с о  ГА Л С . Ф н л ь г о а  

б -C S t/A  а ф ф \  6 F M  С + Ы  Н А  & Ы Х .  Ф Ы Л Ь Г Р Л  

S T O P
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Й . ОСНОВНЫЕ ЗАКОШ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

В этом разделе приведены сведения о некоторых законах распределе
на случайных величин, наиболее часто встречающихся в прикладных 
вдачах 1 По каждому закону приводятся следующие данные:
физическая предметность затона и область его использования; 
пиотность распределения j  (-и) и интегральная функция распределения 

'(х)для непрерывных случайных величин; вероятность р(Н) и функция 
«определения Р(к) Для дискретных случайных величин; 
характеристическая функция < t*'их> =у>/и) ;

- среднее значение <\£> =r/7z^ — начальный момент первого порядка;

дисперсия (5"̂ ~ -<<*>) > =  с > =  Mg, — центральный
момент второго порядка;
- коэффициент асимметрии ^  —  — 7=3—  ;

V  <&**>«оэффициент эксцесса -  3 ;

рекомендуемый метод оценки параметров распределения; при этом 
юпользованн обозначения^ п

выборочное среднее л  = — Е '•
l * f п.

выборочная средняя интенсивность JLs =~L. -*« I
2 п -V

выборочная дисперсия S =  —  ZL Л** ~х)

метод моделирования значений случайной величины на ЭВМ; предпола
гается известным датчик псевдослучайных чисел ( i  = / , 2 п )  .
равномерно распределенных *;а интервале [ 0, 1 ]

8.1  Равномеоный закон распределения

Равномерное или прямоугольное распределение имеет непрерывная 
случайная величина X принимающая о равной Ёербятностью лгобне 
значечкя из некоторого интервала f CL, & J Оно характерно, например, 
или дгзы случэйього щумового сигнала, квадратурные составляющие ко- 
^ ого ррспределены нормально, широко используется в радиотехипчсс- 
. : ргсчотгх, тьории надежности, в етатиотическом моделирование.
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f m A

 -------, xafaj]CL' '
0 j . £ [ a J ]

'  0 , X <  Cl ,
X  - Ct.

6 - Д
1 ,x> b

in. (> iua.
- e

W a) ~ ut(i-et)

CL f  &

fU)

I

m , - г /2

Параметры распределения Cl, b ; их оценю' по методу моментов

cl=x sy T  ; b = s i7 I
Алгоритм моделирования случайных значений

jci ^i£-a-)£t -гй. ; l = t.2 п.

8,2 НормгчьныЯ закон

<" Нормальное распределение - одно из важнейших распределений ве
роятности, широко используемое в большом числе приложений. Это объ
ясняется тем, что каждый раз, когда случайная величина представляет 
собо{' сумму большого числа случайных величин, вносящих примерно 
одинаковые вклады, распределение вероятности оказывается олизким к 
нормальному. Соответствующие условия определяются центральной про
дельной теоремой. В качестве примеров можно указать на применение 
нормального распределения для описания шумов, флуктуирующих сигма-



—242. —
лов, турбулентных неоднородностей атмосферм и т.д.

U-CL)Z 
Р<721

FW = Ф!

где

-/гэге?
J. ■>=>)

J! ~П\

ф(г) t~z d x  —

JM
6~=£'■£' 
а -* в

0.6
tr-t / \

ОА а »/ / \

____
-2 С г Н Ф * л

интеграл вероятности^

= В
iua и‘а * 2

m f =а ; Mi =<TS ; f , - 0  , Y t -0  
Параметры распределения й. и ff1 ; метод максимального правдопо
добия дает несмещенную оценку для средпего значения 

л
а  =  л

и асимптотически несмещенную / в пределе при неограниченном увеличе
нии объема выборки / оценку для дисперсии 

Л
Сй =  J

Несмещенная оценка дисперсии по выборке объемом /г равна 

и
Л S sп.- f

Можно указать несколько алгоритмов моделирования нормальных случай
ных значений, например, 

к
XL - # ] / } №  ,

в частности, при -  ts
/г

■Xi^L. В ы - 6  ; 
J’t J

- / - 2 4 * * / • л'л (гзгви ,) ■

Оба алгоритма моделируют значения нормальной случайной величины с 
нулевым средним Л - О и дисперсией G1 =■ /
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8.3 Логаряфмически-нормальннй закон

Случайная величина имеет логарифмически-нормальное распределение 
вероятности, если ее логарифм распределен нормально. Это распределе
ние используется для описания замираний амплитуды сигналов в кана

лах связи с рассеянием, хорошо аппроксимирует распределение атмос
ферных и промышленных помех.

0 лб(-°о ,о) ;
(Ых-а)*

 1 a г<гй
Угре?-*

Хб(0 ,  сх>)

FM=\
Ф{ (У / 

х  £ ( О,

y ( u ) = f -> £  ^
*-/ К!

m . - f i f e  E - г - .
6~3 ... _

'/2 ■ Е*+ 2.E3 +3ES- 6Y,=(E+2)(E /)'
Параметры распределения CL и б"2 ; метод максимального правдопо
добия дает несмещенную оценку для среднего значения логарифма слу
чайной величины л ---

й =  LftX
и асимптотически несмещенную / в пределе при неограниченном увеличе
нии объема выборки /оценку для дисперсии логарифма

Л  /  / 1  O f )

er*= -а ) =5
i= t

Несмещенная оценка дисперсии логарифма по выборке объема п равна

<Т =
_ п _  0 з 
л - /  "**



При моделировании целесообразно воспользоваться алгоритмами модели
рования нормальных случайных значений, чтобы получить значения (/-г.л. 
/ см, раздел 8.2 /, а затем преобразовать их в значения логнормаль
ной случайной величины и

Распределению Рэлея подчиняется модуль вектора на плоскости, если 
его ортогональные составляющие / проекций на координатные оои / не
зависимы и распределены нормально с нулевыми средними значениями и 
равными дисперсиями,. Примером ралеевокой случайной величины являет
ся амплитуда нормального шумового сигнала. Закон Рэлея применяется 
для описания замираний сигналов при тропосферном и ионосферном рас
сеянии, при расчете надежности электронных приборов и т. д.

8,4 Закон Рэлея

О, хе(-~>,0);
№

(.В

О X & (- <», О) ,
F(x)=\

1 -  £ scr‘ jce(o,c^x

a s

г x
/

_  ЧгОг
*Р(и)= /  i-ijSir Пив) Ф (iuG) £ 2 ;

Б зг! -  гЬж * fe
Аб -  ч г  \ 2

Значение O'2 по методу максимального правдоподобия имеет оценку 
А  , _
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Алгоритм моделирования ралеевоких случайны* значений

JLl =

8,6 Экспоненциальный аекон

- Квадрат рэлеевокой случайной величины имеет экспоненциальное рас
пределение. В теории распространения радиоволн этот закон применя
ется к описанию интенсивности принимаемых сигналов. Он также широко 
используется в теории массового обслуживания, при списании потоков 
импульсов.

f W -

О ,Х(г(-ж,о) ;

oL г  , л е (0,со)

О , и е ( - ^ , о )  ; 

1-е ,ле(0,°°)

у>(и)= —и - t.u

~ ы. >

Метод максимального правдоподобия дает несмещенную оценку параметра
л  .  —
оС =  t /Л

Алгоритм моделирования случайных значений

Л- =  -  - L  { п  б .Ы. £
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8.6 Гелмр-ре пределение

Сумма независимых случайных величин, каждая из которых распреде
лена по экспоненциальному закону, подчиняется гамма-распределению 
вероятности. Это распределение, очевидно, более общее, чем экспонен
циальное, и переходит в него в случае одной величины. Гамма-распре
деление применяется дня описания импульсной реакции каналов связи с 
рассеянием, широко используется в теории надежности, в теории массо
вого обслуживания и др. Приы.>-(,р>С>

О о) i
f w =

ЬзГЬ-тг) [fit 
^ л. £■(<>, <=°)

№ *< ; %)

•л е  ( о , ,
где ~ гамма-функция Эйлбра,

№

00 оi - iГ(ы. + Кх)~ I i  £~ d i  - неполная гамма-функция [ /? 1
X

Характеристическая функция гамма-распределения

/

l/<* +t‘ oL + f

Параметры распределения d  и jb по методу моментов оцениваются
значениями , -г

A / F V  л S
^ = •• J

Моделирование случайных значений может быть выполнено по алгоритму 

Xi
при oi - целом и £ = г, 2 . я- -М  * ')
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8 ,7 Распределение Накагемй

Распределение Накатами или Пт- -распределение обобщает односто
роннее нормальное распределение и распределение РвЛея. Оно широко 
применяется в теории связи, в частности, в теории оптимального прие
ма. В качестве примера можно указать, что т  -распределение хорошо 
описйвает флуктуации амплитуды сигнала при многолучевом распростра
нении волн.

О .Jte(- °о,0) ;
/ПЛ1

Г{т) [erB I
fU) =
J J

FM -

m *  £  Jc£(o, do)

0,X& (-e~=,0) ;
, т л !.1 Г ( т ,

П т ) %

Г (2 m.) и*вя
Stn

^ - ' Г ( т ) С f i Z l

где Я* (*) - фуЯкцм параболического цилийдра, определяемая ин- 
тег̂ алонГ L t? 1

Л    J,-йт /-(гт.) о

' X-tJL - f- гт-fcLх

9 -П т + {) . м *з
tn,~ ~Z-— . * n t -  G - т ,  , —

УШ Г (т)
r i

M?s/z
г д е

f r l/s
y -  *h  
Z* ~ Ml

rt< =  £4 m

ff3 г i \ Г/т*?)  Г ( т * % )[( / -2m) ----- ±  + 2
Г(пь) П/н) 1

где
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Метод максимального правдоподобия приводит к следующей оценке пара
метра O' л _

& *  = JC*

и определяет оценку параметра т  как решение трансцендентного
уравнения _  ___

(п пг- — ф(т-) *= £п- jls - tri*-2 
где - логарифмическая производная гамма-функции

известная также как пси-функция L f 7 1
При моделировании значений случайной величины х подчиняющейся 

Пг -распределению, целесообразно воспользоваться алгоритмом моде
лирования 2 т  независимых нормально распределенных случайных вели-

£/ ,(•£,■ и  S t . $2,. ■ ■ * S/rt
о нулевыми средними значениями и диспероиями &г определив затем 
значения X по их значениям следующим образом;

V г fit, , , I s; ,Г*\

8.8. Распределение Райса (обобщенное распределен! е Рэлея)

Распределение Райса в статистической физике ассоциируется прежде 
всего с распределением огибающей смеси высокочастотного сигнала и 
нормального аддитивного шума. При малом отношении сигнал/шум распре
деление Райса переходит в распределение Рэлея; при сильном полезном 
сигнале, когда влияние шума мало, распределение огибаицей становится 
сосредоточенным и приближается по форме к нормальному, хотя и оста
ется определенным лишь на положительной 
полуоси U

- Н & ' ,
l i p /  и

зд?сь ]с (? ) - модифицированная 
c j v k i :,ил Бесселя нулевого поряд- 
■? [ г7 ]
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При ф ■«■ t распределение Райса мало отличается от распределения 
Рэлея. Разлагая функцию Бесселя в степенной ряд и ограничиваясь пер
выми двумя членами разложения, получим

Если а/(Т »  / 
тическим разложением

Га (*) *

f <г« I <т а  

то функцию Бесоеля можно заменить асимпто-

е
YsWF

Ц fit /гаг9 ■) ,

после чего плотность вероятности примет вид

!>*
i > f

близкий к нормальному в окрестности макоимума распределения. 
Среднее значение равно

2 L ' r 2 f f s /
I

Второй нччалыий момент /этг =■ 2&s +аг

Ю, =  б" ]/j-" [ ( 1 *20-®) fo(л<у\г) + 2с? -Гу ( ^
4 (Г®

Если л/<5" »■> / то /гг, я=Д [ / + /(£)*] ,

При моделировании случайной величины, подчиняющейся распределению 
Райса о параметрами Л  и С необходимо вначале смоделировать две 
независимых нормально распределенных величины С и S с раз
личными средними значениям <СЬ2 + < S> = (Is и равными диспер
сиями G 2 после чего рассчитать значения X -
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8.9. Распределение Ковш

Распределению Коши подчиняется отношение двух независимых олу- 
чайных величин, имеющих одно и то же нормальное распределение. В ка
честве другого примера можно указать распределение тангеноа случай
ного угла, если значения угла равновероятны на интервале ( - %, Ху  
Это распределение часто используется в задачах, связанных с облуче
нием предметов направленным излучением.

А  '
f U )  =

jе 6 (-■ =) /
х - а .

Г М ~  /  -  d a/te£9
Lua-tu/u/

у>(и) = t
Математическое ожидание случайной величины, имейщей распределение 
Коши, не оуществует, второй начальный момент бесконечен. Параметр й 
является модой и медианой. Его опенка d может быть сделана по по
ложению центра симметрии распределения, после чего по максимальному 
значению плотности / можно рассчитать оценку

ft =  //VrfmaJL 
Моделирование значений величины, имеющей распределение Коши, может 
производиться по алгоритму

Jtt + k t y  f f S f y - / ) .

8.10. Распределение Пирсона или jt* - распределение

9тс распределение является частным случаем гамма-распределения 
/ ом. раздел 8.6 / со значениями параметров

J  ~ / / = *

Пусть f ,.. , нееавиоимые случайнее величины, распределен
ные по нормальному закону с нулевым средним значением и единичной 
дисперсией. Сумму их квадратов
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Yia = X*I s (
будем называть случайной величиной y.s с /г отепенянш свободы.
Ее распределение будет распределением Пирсона.

Выделение этого случая гамма-распределения обусловлено, в частнос

ти, тем, что один из критериев проверки соглаоия эмпирических дан
ных с гипотетической функцией распределения основан на свойствах 

Xi -отатистики Пирсона, имеющей распределение, асимптотически 
Приближающееся при увеличении числа наблюдений к распределению £ а 
независимо от вида распределения.

г

FM=

О , хе С-ео,о) ;
П

 (1 )г е
г а * ) 1 * '

л е (о, °°)

О, Л-s(-c^,0) ; 
r f  й I' <г Ч '  ле№,о*),

Г(%)

п
y>(u)=r ( / ~2iu)

т , = / г  ; м. = 2/7 ; = h  ~
/2
п

Оценка параметра /г по методу моментов равна выборочному среднему
А  —п — У- ■

Алгоритм моделирования значений случайной величины при четном п. = 2 т .  

XL h + j  ,
при нечетном п = 2 т  +/

где у/ - значение независимой нормально распределенной величины с 
нулевым средним значением и единичной дисперсией.



8, lb Распределение Отыодента

Пусть р  - нормальная случайная величина с нулевым средним зна
чением и единичной ди оперой ей, i 1) » независимая олучайная вели
чине, имеющая распределение Пирсона с /г степенями свобода. Тогда 
отношение УX =

ifa с пимеет распределение Отшдента с п степенями свободы. Распределение 
Стьвдента широио используется в теории ошибок, прн оценке доверитель
ных интервалов и доверительных вероятностей. Это обусловлено тем, 
что зачастую выборочное среднее значение ошибок иамерения можно при
нять за нормальную случайную величину ■jr , а выборочную дисперсию 
ошибок - за величину \ / п

f ( * h

к р

w,rJTl
h[} 'JKwnasjl п> и >ЦШГ(

f(it)
ОА

\  к=з
/о. а

у>(и) = г(*г>
i^r Г(9) -H t

,  Кг/
Л )  2п ' е*“ еН

Распределение Стьвдента о п отепенями свободы имеет конечные момен
ты порядка не выше п / , При и - / распределение Стьвдента пв»
реходит в распределение Коши, для которого не существует даже вред
нее значение,

При Д  i  2 m,=D ; дри пъ-З М& -  ~~г ,

при '/z 5= 4 К, -  О ; при n- ̂  S' ,Г2 = — —
л  - 4

Оценка параметра г(. по методу моментов

п — 2 6  / ( S -  О 
Алгоритм моделирования случайной величины, имеющей распределение 
Стьвдента, очевиден из данной ей интерпретации. При п >. 30 ее мож
но моделировать как нормальную величину о нулевым средним значением



единичной диопероией.
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8.12. Зркон ррксчнуор

Этот закон описывает распределение мгновенных значений синусои
дального сигнала оо случайной фазой. Применяется к описанию случай
ных гармонических колебаний.

1  L—
■ж

О /л-1>а

1X1 < а  ■,

О  х < ~ а -  

F (■*-)={ 4  + J z an.csи г  -£-,/х/<а;зг 
х > Л

f w
1. ± |[на II

1
\  2

1
/ i

1 \Jra
11

J 1
__У  1

1
-а я а. х

д>(и) = й0 (й U) -  функция Бесселя нулевого порядка [_ f t ].

/п, =D ; Мг ~ j r  ’ iff ~ ® ~
Для параметра Cl оценка по методу моментов равна

а =  }fFs
Алгоритм моделирования случайных значений

х £ ~ajin .[ur{Qr f ) ]

8.13. Дискретный ррвномерный закон

Предположение о ранной вероятности всех значений дискретной слу
чайной величины чаото используется в задачах статистической теории 
связи, при описании цифровых систем обработки экспериментальных дан
ных.

Пусть возможные значения дискретной случайной величины И - це
лые числа от 1 до п. Если все они равновероятны, то

Рл (*>~ 7Г « = '
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Характеристическзя Функция
0.1

О 2 4 в 8 /О К

Значение параметра /% по метолу моментов оценивается величиной

Моделирование значенгй случайной величины V осуществляется по ал
горитму

Большое число статистических задач включает рассмотрение после
довательности независимых испытаний, которые могут иметь только 
два взаимно исключающих исхода с постоянными вероятностями р и 
(/-р) Такая схема испытаний известна как схема Бернулли.
Один из исходов свяжем с появлением ожидаемого события* второй - с 
отсутствием его.

Геометрическое распределение определяет вероятность того, что 
ожидаемое событие появится при (К ■* / ) - м испытании после И испы
таний с противоположными исходами.

К =  Е[п.&ц -г О,S'] где Е(л) означает целую
часть jl

8.14. Геометрическое распредепение

p(v)
О.Ч

Р(М) = /- U - P f
р= й.4

0.2

Характеристическая функция

0 2 4 6 8 / 0 к'
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L=£ . „  = lz £ - *z£  • X=A+ ^^  , П3 p i ' f t  6+ f _p

По последовательности испытаний, оборванной при появлении первого 
события, значен е параметра р оценивается методом максимального 
правдоподобия следущей величиной л

р  = //(Mi-/) .
Алгоритм моделирования случайных значений к* определяется фор

мулой
V = E  [biQ -u/tn lf-p)] + /

8 .15. Биномиальное распределение (Бернулли)

Биномиальное распределение определяет вероятность того, что в 
последовательности из /г независимых испытаний, соответствующих схе
ме Бернулли, ожидаемое собнтие наступит ровно Л7 раа.

Расомотрим поток электронов в вакуумном триоде. Из п электронов, 
вылетевших из катода за некоторый промежуток времени, только //< п. 
достигнет анода* остальные п.- И электронов осядут на сетке.
Если р  - вероятность попадания одного электрона на анод, то число 
Л' электронов, достигших анода, подчиняется биномиальному рашгре-

делению
м si-*

Рл (Н)=Сп Р (*~Р) , 0.2
К=0,

d  p JЦ Л/
Л  j - 0

д>(и) = Z l + p ( e LU--( ) ln ■ t
, t-2p   ̂ f-6p(/-p)

m,=np; Ms = np(t-p); % ,  Г*~ np f , . fi)

Параметр p по методу максимального правдоподобия имеет оценку 

р  =  К/п.

П  = /О 
Р^О.Ь

.1 .1
S  ю



Моделирование случайных значений можно производить так называемым 
"методом браковки" : берется п независимых случайных чисел G[
/ =  / и подсчитывается количество А' тех из них, значения 
которых не превнпгает р При этом К можно рассматривать как выбо
рочное значение случайной величины, имеющей биномиальное распределе
ние.

Типичная схема, в которой появляетон гипергеометрическое распре
деление, ооответотвует задаче контроля качества продукции: проверя
ется партия, содержащая j/p годных и негодных изделий. Из
нее случайным образом отбирают п  изделий. Число )£ годных изде
лий среди выбранных подчиняется гипергеометрическому распределению.

8 .16. Гипергеометручеокгй закон

j/^ao
п. = /о 
p  = o.j,

т ,  = а р  ■ =  п р  I

При известных объемах партии V  и выборки п по числу к годннх 
изделий оценивается параметр р методом моментов
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При моделировании значений случайной величины и можно воспользова
ться следующей процедурой. Пусть ®i i = /, 2,.. , V  - независимые 
равномерно распределенные на СО,О случайные величины. Будем счи
тать "уопехом" событие Q -L< pj где р,- вычисляются следующим 
образом:

Распределение Пуассона непооредственно связано оо свойствами по
токов независимых событий, какими при определенных предположениях 
можно очптать поток телефонных вызовов, поток электронов в электро
вакуумных прибооах и т,п. Распределение Пуаосона широко применяется 
в различных прикладных задачах.

Рассмотрим поток незавти.шх событий с плотностью 0 которую 
можно понимать как среднее число событий, происходящих за единичный 
интервал времени. Будем считать, что вероятность появления одного 
события за бесконечно малый интервал л  t  равна ^ а  вероят
ность появления двух и более Событий за & t -  величина более высо
кого порядка малости, которой можно пренебречь. Тогда вероятность 
появления U событий ча время i  определяется законом Пуаооона

j/f —  и)/ , —  «л/ I * / »

Pi** -  ( Ус Pi ~oLt ) / ( y - i)

Число "уопехов” будет искомым случайным числом,

8 .17. Расппеделенге Пуассонр

Р<*)

гда Л  ~ 3 £ - среднее число 
событий, происходящих.за время t
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m t = J. : Л  j j -  * S's ~

Оценка параметра J . по числу /i реализовавшихся за фиксированное 
время / событий как методом максимального правдоподобия, так и ме
тодом моментов приводит к результату

J . = К или i> =  к/Ь
Распределение интервалов т  между двумя последовательными события
ми определяется экспоненциальным законом с плотноотью

/ / т ) ~ ^ е  Т е ( о . ° ■ ° )  t

что может быть использовано для моделирования пуаосоновского потока 
событий.



Приложение

Ф ) 1шция оишбов
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4 8694 8704 3714 8724 3734 8744 3754 3764 3774 3784
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6 3803 8903 3013 3923 3933 3943 3953 3963 3072 3082
7 3992 4082 4012 4022 4031 4041 4051 4061 4071 4080
8 4090 4100 4110 4119 4120 4139 4149 4158 4168 4178
9 4187 4197 4207 4216 4220 4236 4245 4255 4265 4274

40 4284 4294 4Э03 4813 4322 4332 4341 4351 4361 4370
1 4380 4389 4399 4498 4418 4427 4437 4446 4460 4465
2 4475 44 В4 4494 4503 4512 4522 4531 4641 4550 4359
3 -4669 4678 4538 4597 4606 4616 4025 4634 4G44 4853
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50 520$ 5214 5223 5231 6240 5249 5258 5266 6275 6284
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В  таблице приведены значения квантилей }<(m)ji-« в пависимости от 
числа степеней свободы m и вероятности а

Uppnni кость Р{|1| > |K«>)li_a>
1
1
I

X о.яо 0,40 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001

1 0,325 1,376 3,078 6,314 12,700 31,821 63,657 636,618
г 0,289 1,061 1,886 2,020 4,303 6,965 9,925 31.598
3 0.277 0,978 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,0U
4 0,271 0,041 1,533 2,132 2,776 J 74.7 4,604 8,010
5 0,267 0,920 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,85j)

6 0,265 0,906 1,440 1,043 2.447 3,143 3,707 5,950
7 0,263 0,81*6 1,415 1 1.6&5 2,365 2,098 3,409 5,405
8 0,262 0,689 1,367 1,860 ‘2,306 2,806 3,355 5,041
9 0,261 0,663 1,383 1,633 2,262 2,821 3,250 4,761
40 0,260 0,879 . 1,372 1,812 2,228 2,764 3,160 4,587

И 0,260 0,876 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12 0,259 0,873 1,356 1,762 2.170 2,681 3,055 4,316
13 0,259 0,870 1,350 1,771 2.160 2,650 3,012 4,221
14 U,258 0,866 1,345 1,761 2,1 *i 5 2,624 S,i>77 -.,1.0
15 0,258 0,866 1,341 1,75 J 2,131 2. tO? 2V047 4,073

16 0,258 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015
17 0,257 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,808 J.965
18 0,257 0.8С2 1,330 1,734 2,101 2,552 2,876 3,922
19 0,257 0,861 1,323 1,7*21) 2,093 2,539 2,361 3,863
20 0,257 0,860 1,325 1,725 2,086 2,52$ 2,845 J.850

21U ■ 0,257 0,858 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 .<,810

2? 0,256 0,658 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,75)2
23 0,256 0,858 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 J,7fc7
24 0,258 0,857 1,318 1.7И 2,01» • 2,402 i.707 3.745
25 0,250 0,856 1,316 1,708 2,000 2,485 ' 2.787 3,725

26 0,256 0,856 t,3!5 1,700 2,056 2,470 *2.779 3,707
27 0,256 0,355 1,314 1,701 2,052 2,'.7.1 2,771 3.0W
'28 0,2011 0,855 1.31 J 1,701 2,048 2,467 2,7»>3 .1,67 i
«0 0,250 o.av. 1,311 1,Г>00 2,045 2.462 2,750 3,650
30 0,256 0,854 1,310 1,1.47 2,042 2.457 2,750 .1,6',6

40 0,255 0,851 1,303 1,08', 2,021 2,42 J 2,704 J,!iM
60 (1,254 0,848 1,2% 1,671 2,000 •2,390 2,660 .1 460
120 0,254 0,b*i5 1,289 1,654 1,960 2,358 2,617 3,373

11.253 0,842 1,282 1,6 *5 1,Ув0 2,326 2,576 1,2*4
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