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Сигнали та їх спектри.

Різні сфери людської діяльності пов’язані з отриманням, передачею, перетворенням, накопиченням та зберіганням інформації .

Зазвичай під інформацією розуміють нові відомості про оточуючий нас світ, які отримані внаслідок взаємодії, пристосуванням  і зміною його в процесі пристосування. Інформація  - це перш за все відомості, які необхідно використати.

Необхідно розрізняти такі поняття як інформація та повідомлення. Повідомлення - це форма подання інформації. Наприклад, при телеграфній передачі інформації повідомленням є текст телеграми, що представляє собою послідовність символів. При розмові повідомлення представляє собою механічні коливання з різною частотою та інтенсивністю тощо.

Для того щоб повідомлення попало відповідному адресату його необхідно попередньо перетворити в сигнал. Під сигналом розуміють фізичну величину, яка відображає повідомлення. Сигнал - це матеріальний носій повідомлення. Сигнали можуть мати різну фізичну природу: це можуть бути звукові або електромагнітні коливання, світлові імпульси, зображення знаків та символів тощо.

Сигнали, як фізичні процеси можна вивчати з допомогою різних приладів та пристроїв - електронних осцилографів, вольтметрів, приймачів тощо. Це так званий емпіричний метод , якому притаманні свої недоліки.

Для того, щоб зробити сигнали об’єктом теоретичного вивчення необхідно вказати спосіб їх математичного опису, тобто створити математичну модель досліджуваного сигналу.

Математичної моделлю сигналу може бути, наприклад, функціональна залежність, аргументом якої є час 
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. Такі математичні моделі сигналів будемо позначати символами 
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Якщо відомі математичні моделі сигналів, то можна порівнювати сигнали між собою, установлювати їх тотожність та відмінність, здійснювати класифікацію.

Класифікацію радіотехнічних сигналів можна здійснити по різних ознаках. Зокрема, в залежності від того можливо чи неможливо передбачити  точно передбачити миттєве значення сигналу всісигнали можна поділити на два класи - детерміновані і випадкові.

Якщо математична модель сигналу дозволяє здійснити таке передбачення, то сигнал називається детермінованим. Способи його подання різноманітні - формула, алгоритм, і, нарешті опис з допомогою слів. Проте детерміновані сигнали, строго кажучи, не можуть нести в собі інформацію, тому що інформація повинна завжди утримувати в собі непередбаченність. Проте детерміновані сигнали являються зручною моделлю при аналізі радіотехнічних систем і при вивченні проходження випадкових сигналів через такі системи. Саме випадкові сигнали - поведінку яких не можна передбачити - і являються носіями інформації.


[image: image5]
Рис.8. 1
Важливий клас сигналів представляють імпульси - тобто такі напруги та струми які відрізняються від нуля лише на протязі певного проміжку часу. При цьому розрізняють відеоімпульси та радіоімпульси (див .рис.8.1). Якщо 
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 відеоімпульс, то відповідний йому радіоімпульс 
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 в радіоімпульсі називається обвідною, а 
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 його заповненням.

Значна кількість задач радіоелектроніки, наприклад, знаходження відгуку фізичної системи на відому вхідну дію, вимагає специфічної форми подання сигналу. Спосіб отримання таких моделей заключається в слідуючому - реальний сигнал замінюють наближеною сумою елементарних сигналів.

8.1. Динамічне представлення сигналів.
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При динамічному представлені в основному використовують два типи елементарних сигналів: східчаста функція та  прямокутні імпульси (див. рис.8.2). 

Математичною моделлю таких елементарних сигналів  є  функція включення або функція Хевісайда 
[image: image10.wmf](

)

t

1

 та 
[image: image11.wmf]-

)

(

t

d

дельта функція Дірака. З функціями такого типу має справу теорія узагальнених функцій, в якій  функції визначаються як границі послідовностей і всі операції над ними розглядаються як операції над послідовностями.

Як вводиться функція Хевісайда 
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Графік цієї функції показаний на рис.8.3,а.
Тоді 
[image: image14.wmf](

)

(

)

t

v

t

0

0

lim

1

®

=

x

. Графічно функція Хевісайда показана на рис.8.3,б.
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функція Дірака являється граничною функцією від 
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Причому площа під графіком
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 Якщо так, то 
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функція Дірака позначається так як показано на рис.8.3,г.
Повернемося до подання сигналу у вигляді суперпозиції елементарних сходинок. Розглянемо функцію 
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 яка наближено відтворює сигнал 
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 Очевидно, що 
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. Якщо ввести нову змінну 
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Вираз (8.1) є однією із форм подання сигналу
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 у вигляді суперпозицій функцій Хевісайда.

Якщо  інтеграл у (8.1) взяти по частинам і скористатись тим, що 
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Останній вираз і означає, що сигнал є суперпозицією елементарних імпульсів.

8.1.1.Імпульсні та перехідні характеристики лінійних систем.
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Перехідною характеристикою кола 
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 називається реакція кола на вхідний сигнал у вигляді функції Хевісайда 
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 (див. рис.8.4). Нехай коло стаціонарне , тобто якщо вхідний сигнал зсунутий у часі на величину 
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 то і вихідний сигнал з’явиться з точно таким же запізненням. Зокрема, якщо на вході існує сигнал 
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 то він породжує на виході сигнал 
[image: image41.wmf](

)

0

t

t

h

-


Чудова властивість лінійних систем - принцип суперпозиції - відкриває прямий шлях до систематичного розв’язку задач проходження різноманітних сигналів через такі системи. Оскільки  вхідний сигнал можна подати у вигляді суперпозиції елементарних сходинок (8.1), то вихідний сигнал для стаціонарного кола буде такою ж лінійною комбінацією тільки вже перехідних характеристик. Тобто , якщо вхідний сигнал
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 то вихідним буде сигнал
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Формула (8.3) має фундаментальне значення в теорії лінійних систем і називається інтегралом Дюамеля. 
Реакцію кола на вхідний сигнал у вигляді 
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функції Дірака називають імпульсною перехідною характеристикою і позначають як  
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 (рис.8.5). Якщо врахувати, що коло стаціонарне і 
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Інтеграл (8.4) називається інтегралом згортки і використовується при знаходженні  реакції кола
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 на вплив довільної форми 
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Таким чином, якщо відома імпульсна перехідна  або перехідна характеристики кола то з допомогою інтегралу Дюамеля або інтегралу згортки можна знайти вихідний сигнал.

Перехідну та імпульсну перехідну характеристики конкретного кола можна без ускладнень знайти з допомогою операторного метода. Нехай 
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 є оригіналом операторної передаточної функції 
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Приклад 8.1. Знайти напругу на виході послідовного RC-ланцюка при подачі на його вхід лінійно зростаючої напруги. За вихідну напругу вважайте напругу на конденсаторі. Графік вхідної напруги наведений на рис.8.6.
Рішення.  Скористаємося інтегралом Дюамеля. Оскільки 
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- постійна часу кола). Таким чином зображення перехідної характеристики буде рівним - 
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. Для знаходження перехідної характеристики скористаємося другою фомулою Хевісайда: 
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Підставимо отримані значення у інтеграл Дюамеля (8.3):


[image: image73.wmf]ò

ò

ò

ò

-

-

-

-

-

=

-

=

-

=

t

t

t

RC

t

t

t

t

вих

d

e

ke

kt

d

e

ke

kd

d

e

k

t

u

K

K

K

K

0

0

0

0

)

1

(

)

(

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

.

Обчислюємо інтеграл:
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Звідки - 
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Графік залежності  
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 наведений на рис.8.6 Отже, з часом, напруга на конденсаторі наближається до лінійного закону, зсунутого у часі на величину  
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 відносно вхідної напруги. 

8.2.Геометричні методи в теорії сигналів.
8.2.1.Коефіцієнт кореляції. Кореляційні функції.

При вирішенні багатьох задач радіоелектроніки часто виникають питання такого плану:

1. Один сигнал перевищує інший. Що при цьому мається на увазі?

2. Чи можливо об’єктивно оцінювати наскільки схожі два сигнали?
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 - вектор похибки (рис.8.7,а.) Проте це не єдиний спосіб знаходження складової вектора у певному напрямку (рис.8.7,б, рис.8.7,в.). Яка ж відмінність між запропонованими трьома способами подання вектора?  Вектор похибки на рисунку 8.7,а виявляється найменшим. Тепер можна сформулювати кількісне визначення складової одного вектора у напрямку іншого Складова вектора 
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  підбирається так, щоб вектор похибки був мінімальним. Очевидно, що чим більша складова одного вектора на інший, тим менша відмінність у напрямках обох векторів і тим меншою буде вектор похибки а 
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Аналогічні міркування будуть справедливі і до складової вектора 
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Мірою схожості двох векторів вважають величину  
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 яка є середнім геометричним між 
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Очевидно, що величина С дорівнює косинусу кута між векторами і її модуль може знаходитися в межах  від 0 до 1.

Поняття про схожість векторів та їх ортогональність можна застосувати і до сигналів. Розглянемо два сигнали 
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[image: image111.wmf](

)

t

f

e

 між 
[image: image112.wmf](

)

t

f

1

 та 
[image: image113.wmf](

)

t

f

C

2

12

 була мінімальною:
[image: image114.wmf](

)

(

)

min

2

12

1

=

-

=

t

f

C

t

f

f

e

. Критерій мінімальності? Середнє значення 
[image: image115.wmf](

)

t

f

e

 на проміжку 
[image: image116.wmf]2

1

t

t

t

<

<

 повинно бути мінімальним: 
[image: image117.wmf](

)

min

1

2

1

1

2

=

-

ò

t

t

e

dt

t

f

t

t

. Проте такий критерій дозволяє значні додатні та від’ємні похибки, що можуть компенсувати друг друга і приводити до фальшивого результату. Наприклад, при апроксімації гармонічного сигналу 
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А хіба схожі ці два сигнали?

Тому для мінімізації відхилення одного сигналу від іншого запропонували використовувати середнє від квадрата похибки
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Яким чином вибрати 
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 було мінімальним?
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Зверніть увагу на схожість формул для знаходження 
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 для векторів та функцій. По аналогії 
[image: image129.wmf]ò

2

1

2

1

t

t

dt

f

f

 називається скалярним добутком двох функцій 
[image: image130.wmf]1

f

 та 
[image: image131.wmf]2

f

. А коли їх скалярний добуток дорівнює нулеві то функції називаються ортогональними.

Можна апроксимувати сигнал 
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то середнє від квадрата похибки буде мінімальним.

Середнє геометричне від 
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 та 
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 є мірою схожості двох сигналів і називається коефіцієнтом кореляції 
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Скориставшись відомою нерівністю Коші-Буняковського 
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, приходимо до висновку , що модуль коефіцієнта кореляції може лежати лише в інтервалі значень від 0 до 1.
Радикали, що стоять у знаменнику виразу (8.5) звуться нормами функцій 
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Вони необхідні для того, щоб при порівнянні функцій 
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 врахувати їх абсолютне значення і зрівняти їх за інтенсивністю. Якщо заздалегідь поділити функції 
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Для нормованих сигналів коефіцієнт кореляції набуває вигляду
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У теорії сигналів велику роль відіграють автокореляційні функції (АКФ)
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Зміст автокореляційної функції полягає у тому , що вона дає кількісну функціональну міру зміни самої функції за проміжок часу 
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 вона набуває, якщо 
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  функція дорівнює 
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Для періодичних функцій інтегрування слід проводити в межах періоду. Через ціле число періодів АКФ для періодичної функції завжди дорівнює одиниці: 
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Так, наприклад, для гармонічної функції 
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8.2.2.Взаємно кореляційні функції. Когерентність.


Можна також порівнювати дві різні функції 
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            (8.8)

Така функція називається взаємно кореляційною функцією (ВКФ). Зрозуміло, що 

 може і не дорівнювати одиниці. 


З поняттям ВКФ близько пов’язано поняття когерентності. За визначенням когерентність є властивістю двох випадкових сигналів взаємно підсилювати або послаблювати один одного при додаванні. Нехай, наприклад, є два випадкові нормовані за величиною сигнали 
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(8.9)


Сигнали вважаються когерентними, якщо інтеграл (8.9) є відмінним від нуля, тобто якщо при додаванні сигналів середня потужність сумарного сигналу відрізняється від суми окремих потужностей 

 і 

. Це можливе лише у тому випадку, якщо ВКФ першого і другого сигналів відмінна від нуля. Кількісною мірою когерентності є коефіцієнт когерентності 


                                                              (8.10)
пропорційний до ВКФ. При цьому може трапитися, що при деякому 

 когерентність виявиться найбільшою. 


Якщо у вирази (8.9) і (8.10) підставити не дві різні функції, а одну і ту ж, то мова піде про автокогерентність випадкового сигналу. Звичайно зі збільшенням 
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 ступінь автокогерентності випадкового сигналу зменшується. Час, за який 
[image: image175.wmf])

(

t

y

 істотно зменшиться і сигнал стане не схожим сам на себе, зветься характерним часом когерентності сигналу. Якщо ж сигнал поширюється у просторі, то можна говорити про його просторовий зсув і характерну відстань когерентності, тобто відстань, на якій випадковий сигнал втрачає свою схожість з початковим. 

8.3.Спектральний аналіз.

Поняття про схожість двох векторів можна поширити і на 
[image: image176.wmf]n

 - мірний випадок


[image: image177.wmf]å

=

=

n

i

i

i

x

C

A

1

r

r

,
де 
[image: image178.wmf])

(

i

i

i

i

x

x

x

A

C

×

×

=

r

r

, а 
[image: image179.wmf]i

x

r

одиничні і ортогональні між собою вектори, тобто 
[image: image180.wmf]0

)

(

=

×

j

i

x

x

r

r

.

Аналогічно і функцію 
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Якщо 
[image: image185.wmf]i

C

 вибрано так  що 
[image: image186.wmf]ò

ò

×

=

2

1

2

1

)

(

)

(

)

(

2

t

t

i

t

t

i

i

dt

t

dt

t

t

f

C

j

j

, то середнє значення від квадрату похибки 
[image: image187.wmf]ò

-

=

2

1

)

(

1

2

2

1

t

t

e

dt

t

f

t

t

e

 буде мінімальним (тут
[image: image188.wmf])

)

(

)

(

(

)

(

1

å

=

-

=

n

i

i

i

e

t

C

t

f

t

f

j

. Тобто апроксимація буде найкращою.

В теорії функціонального аналізу показано, що якщо множина функцій 
[image: image189.wmf])

(

t

i

j

 
[image: image190.wmf],....

2

,

1

=

i

  взаємно ортогональна на інтервалі 
[image: image191.wmf][

]

2

1

,

t

t

, тобто 


[image: image192.wmf]ò

ç

ç

è

æ

=

¹

=

2

1

0

)

(

)

(

t

t

j

i

j

i

k

j

i

dt

t

t

j

j

,
то будь-яку функцію 
[image: image193.wmf])

(

t

f

 (сигнал) можна подати у вигляді ряду 
[image: image194.wmf]å

=

=

n

i

i

i

t

C

t

f

1

)

(

)

(

j

 (узагальнений ряд Фур’є). Якщо 
[image: image195.wmf]1

=

k

 то в такому випадку мають справу з орто нормованою системою базисних функцій.

Приклади ортогональних систем базисних функцій

1. Гармонічні функції 

2. Поліноми Лежандра

3. Експоненціальні функції
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Спектр амплітуд комплексного ряду Фур’є будь якої дійсної функції симетричний  відносно вертикальної осі, що проходить через початок координат. Покажемо що це так. Коефіцієнти розкладу:
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Комплексні коефіцієнти ряду дозволяють знайти безпосередньо амплітуди гармонік та їх початкові фази. Насправді 
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. Комплексна форма ряду Фур’є є найбільш компактною і зручною  при математичних розрахунках.
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Приклад.8.2.  Розкласти функцію  
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Скористаємося комплексною формою ряду Фур’є. При цьому коефіцієнти ряду визначаються формулою (8.14)
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Скористаємося формулами переходу від коефіцієнтів комплексного ряду до коефіцієнтів тригонометричного ряду  і знайдемо амплітуди та початкові фази  гармонік      
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фазочастотна  спектральні  діаграми для перших чотирьох гармонік показані на рис.8.10,а,б.        

Необхідно відмітити, що рядом (8.15) можна подати будь-яку функцію, яка співпадає з 
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8.3.2.Представлення довільної функції рядом Фур’є на нескінченому інтервалі. 
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Приклад.8.3. Розкласти в ряд Фур’є періодичну послідовність прямокутних імпульсів, параметри якої показані на рис.8.11. Побудувати спектральну діаграму на основі тригонометричного та комплексного рядів.  

Рішення.  Як випливає з рис.8.11 
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[image: image280.wmf]Скористаємося комплексною формою ряду Фур’є. Очевидно, 
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. Із отриманої формули випливає, що 
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- дійсна величина, тому для частотного представлення достатньо лише одна спектральна діаграма.

Скористаємося формулами переходу від коефіцієнтів комплексного ряду до коефіцієнтів тригонометричного ряду  і знайдемо амплітуди гармонік      
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  Отже тригонометричний ряд, з яким пов’язують поняття спектру та спектральної діаграми набуває вигляду 
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Знайдений частотний спектр є дискретною функцією, яка існує лише на частотах 
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На рис.8.12 показана амплітудно-частотна спектральна діаграма, побудована згідно формули (причому амплітуди гармонік  
[image: image300.wmf]n

A

 узяті за модулем) для перших 15 гармонік, для періодичної послідовності прямокутних імпульсів з параметрами:  
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Рис.8. 12
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Часто, заради зручності (адже при цьому відпадає необхідність переходити від комплексних коефіцієнтів до амплітуд реальних гармонік), будують частотну та фазову спектральні діаграми для комплексного ряду Фур’є. При цьому на частотній осі представлені як від’ємні  так і додатні частоти (фізичний зміст від’ємних частот ми розглянули раніше). На рис.8.13 показаний амплітудний спектр періодичної послідовності імпульсів пов’язаний з комплексним рядом Фур’є. 
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Рис.8. 13
Бажано вміти представляти будь-які сигнали (в тому числі і неперіодичні) на нескінченому інтервалі з допомогою експоненціального (а отже і тригонометричного) ряду.

Поставлену задачу можна розв’язати двома способами:

1. Сигнал на скінченому проміжку тривалістю 
[image: image306.wmf]T

 подати рядом, а потім 
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 спрямувати до нескінченості.

2. Побудувати періодичну функцію з періодом 
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. На протязі періоду ряд і функція співпадають, потім період спрямувати до нескінченості.

Між цими двома способами не існує істотньої різниці. Скористаємося другим способом і відтворимо в істотних рисах ті, прекрасні в їх прозорості, хоча і позбавлені строгості, ідеї, що привели Фур’є до його інтегральної формули (незалежні ці формули отримав і Коші).
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Рис.8. 14
Нехай задана функція 
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 (див. рис.8.14,а) яку необхідно представити на нескінченому інтервалі 
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сумою експоненціальних функцій. З цією метою побудуємо нову періодичну функцію 
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з періодом 
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, в якій функція 
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 повторюється через кожні 
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секунд (рис.8.14,б).  Період 
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вибираємо значним, щоб сусідні імпульси не перекривалися. Ця нова функція 
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. Отже ряд Фур’є  для функції 
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на нескінченому інтервалі, буде також і рядом Фур’є на тому ж інтервалі для функції 
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Коефіцієнти 
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 характеризують амплітуду гармоніки на частоті 
[image: image330.wmf]0

w

n

.
Нехай тепер 
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 буде значним. Чим більшим стає 
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, тим меншою буде 
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(основна частота) і спектр стає більш щільнішим. Амплітуди окремих спектральних складових при цьому теж зменшуються, проте форма частотного спектру залишається незмінною. Граничні значення амплітуд гармонік при 
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стають дуже малими, при цьому їх кількість прямує до нескінченості. Тепер спектр існує на будь-якій частоті 
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 і із дискретної функції частоти перетворюється в неперервну. Введемо нові позначення 
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Отже


[image: image339.wmf]ò

¥

¥

-

¥

®

=

=

w

w

p

w

d

e

F

t

f

t

f

t

j

T

T

)

(

2

1

)

(

lim

)

(

&

,                                     (8.16)
де


[image: image340.wmf]ò

¥

¥

-

-

¥

®

=

=

dt

e

t

f

t

f

F

t

j

T

T

w

w

)

(

)

(

lim

)

(

&

.                                        (8.17)
Рівність (8.17) подає неперіодичну функцію 
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 як неперервну суму експоненціальних функцій з частотами в інтервалі
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. Амплітуда складових на будь-якій частоті 
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 пропорційна 
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є частотнім спектром функції 
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 і називається спектральною щільністю. Зверніть увагу, що частотний спектр неперіодичного сигналу є неперервною функцією частоти. Спектральна щільність
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 знаходиться за формулою (8.17).

Отримані формули відомі як пара перетворень Фур’є: формула (8.17) називається прямим перетворенням Фур’є сигналу 
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, а формула (8.16) - оберненим перетворенням функції 
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Графічне зображення суцільного спектру - це графічна залежність  від частоти 
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Приклад.8.4. Для сигналу (див.рис.8.11) знайти спектральну густину одного прямокутного імпульсу зосередженого на проміжку часу 
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Рішення.
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У наведеному прикладі спектральна густина 
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 дійсна функція, бо 
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 - парна функція часу. У цьому аспекті властивості спектральної щільності парних та непарних функцій співпадають з властивостями комплексних коефіцієнтів ряду Фур’є 
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. Насправді,  перетворення Фур’є  можна подати у наступному вигляді
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Тоді, очевидно, що якщо 
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 є парною функцією 
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. Користуючись отриманими співвідношеннями легко показати, що між дійсною функцією (реальним сигналом) 
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 та її спектральною щільністю  
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Дійсна і непарна (
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Уявна і непарна (
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 У цьому аспекті властивості спектральної густини парних та непарних функцій співпадають з властивостями комплексних коефіцієнтів ряду Фур’є 
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Наведений приклад вказує ще на одну схожість у спектрах періодичної послідовності прямокутних імпульсів і поодинокого імпульсу: обвідна дискретного спектру схожа на спектральну густину. Такий висновок можна легко узагальнити. Нехай маємо періодичну послідовність імпульсів і поодинокий імпульс з такою ж формою 
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(див рис.8.14). Комплексні коефіцієнти ряду Фур’є та спектральна густина для наведених сигналів відповідно дорівнюють
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Бачимо , що на частотах дискретного спектру 
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. Тобто обвідна дискретного спектру співпадає з спектральною густиною, якщо врахувати масштабний множник - період імпульсної послідовності.

Для спрощення подальшого аналізу з використанням перетворення Фур’є доцільно розглянути основні  властивості інтегрального перетворення Фур’є.
8.3.3.Основні властивості перетворення Фур’є.

Перетворення Фур’є являється інструментом для подання функції часу у вигляді суперпозиції елементарних експоненціальних сигналів   з різними частотами, тобто є одним із способів представлення функції. Отже відомі два способи опису функції - у частотній та часовій області. Вияснимо, як впливають деякі визначені дії  над функцією в одній області, на її представлення в іншій. Наприклад, як пов’язані між собою спектри функції та її похідної, якщо функція диференцюється у часовій області, або що станеться з її спектром функції, якщо функцію зсунути у часі? У перетвореннях Фур’є існує певна симетрія. Тому слід очікувати що така симетрія повинна проявитися і у властивостях перетворень.

Переконаємося що це насправді так. Для зручності позначимо відповідність між двома областями подвійною стрілкою:
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Останнє означає, що 
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є пряме перетворення Фур’є 
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є оберненим перетворенням Фур’є 
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у відповідності із формулами (8.16) та (8.17).
Властивість лінійності.

Якщо 
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Доведення тривіальне.

Властивість симетрії.
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Для доведення цієї властивості скористаємося формулами (8.16) та (8.17) , із яких випливає, що 
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. Рисунок 8.15, на прикладі прямокутного імпульсу, ілюструє властивість симетрії перетворень Фур’є
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Приклад.8.5. Знайти спектральну густину сталого сигналу : 
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Рішення.  Знайдемо спочатку спектральну густину функції 
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Скористаємося властивістю симетрії і парністю дельта функції :
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Якщо у наведеному прикладі покласти 
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Зміна часового масштабу.

 Якщо 
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Доведемо це для дійсної додатної сталої 
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Аналогічно можна показати, що для 
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Таким чином, 
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Функція 
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На рисунку 8.16, на прикладі прямокутного імпульсу, продемонстрована ця властивість .
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Для доведення  скористаємося безпосередньо прямим перетворенням Фур’є
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Тобто , при затримці сигналу на час 
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Диференціювання та інтегрування у часі. Якщо 
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Теореми про диференціювання та інтегрування у часі можна довести шляхом якісних міркувань. Перетворення Фур’є подає функцію 
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Аналогічні міркування залишаються у силі і по відношенню до інтегрування.
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Таким чином, можна зробити висновок, що диференціювання у часовій області еквівалентно множенню у частотній області на 
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, а інтегрування у часовій області еквівалентно діленню у частотній області на 
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. З допомогою теореми про диференціювання у часовій області можна отримати відносно просто перетворення Фур’є для деяких кусково-лінійних функцій.
      Приклад.8.6. Знайти спектральну густину    трикутного відео імпульсу (рис.8.17,а). 

Рішення. Знайдемо графічно першу а потім другу похідну від сигналу 
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  (рис.8.17,б,в) . У результаті отримаємо  послідовність 
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 -функцій , перетворення Фур’є  яких   знайдено раніше. Із рис.8.17,в випливає, що 
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Перетворення Фур’є від 
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-функції дорівнює одиниці, тому на основі теореми про запізнення маємо 
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 . Використовуючи цей результат та теорему про диференціювання у часовій області, отримаємо:
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Властивість частотного зсуву. Якщо 
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Насправді, 
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Таким чином, зсув на 
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. Тому дана теорема відома також під назвою теореми про зміщення спектру.

Необхідність перенесення частотного спектру частот виникає в системах зв’язку. Зазвичай перенесення спектру здійснюється множенням сигналу на гармонічний сигнал. Цей процес відомий під назвою модуляція. Оскільки гармонічний сигнал можна виразити сумою експонент, очевидно, множення на гармонічний сигнал буде зміщувати увесь частотний спектр сигналу. Насправді 
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Аналогічно можна показати, що
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Тобто , під час модуляції здійснюється перенесення спектру на 
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. Це вельми важливий результат для теорії зв’язку. На рис.8.18 показаний приклад перенесення спектру внаслідок модуляції. Розглянуту теорему часто називають також теоремою про модуляцію.
[image: image479.emf] 

) (t f  

t t f

0

cos ) (



 

) (



F

 

 

) ( ) (

2

1

0 0

      

F F

 

t  

t

 



 



 

0

  

0

 

 

0

 

0

 


Рис.8. 18
Теорема про згортку.

У частотному аналізі теорема про згортку є одним із найбільш ефективних прийомів. Вона дозволяє легко отримати важливі результати. Згортку двох функцій 
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Згортання у часі. Якщо 
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Покажемо, що це насправді так:
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На основі властивості про зсув у часі інтеграл у квадратних дужках у правій частині цього виразу дорівнює 
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Згортання по частоті. Якщо 
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Цю теорему можна довести  аналогічно як і теорему про згортання у часі в силу симетрії прямого та оберненого перетворень Фур’є.

Таким чином, згортка двох функцій у часовій області еквівалентна множенню спектрів у частотній області, а множення двох функцій у часовій області еквівалентно згортці їх спектрів у частотній області.

8.3.4.Спектральний метод.

При динамічному представленні сигналів, коло характеризували імпульсною перехідною або перехідною характеристиками. Це дало нам змогу відносно просто знайти вихідний сигнал по відомому вхідному. Наприклад,
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Проте вираз справа є не що інше як згортання двох функцій: вхідного сигналу та імпульсної перехідної характеристики кола. Застосуємо до правої та лівої частин пряме перетворення Фур’є і скористаємося теоремою про згортання:


[image: image494.wmf])

(

)

(

)

(

w

w

w

H

F

F

вх

вих

&

&

&

=

,

де – 

[image: image495.wmf]ò

¥

¥

-

-

=

dt

e

t

g

H

t

j

w

w

)

(

)

(

&

,
 і називається передаточною характеристикою системи.

З передаточною характеристикою системи і пов’язаний спектральний метод, який годиться як для періодичних так і поодиноких сигналів. Суть цього методу:

а) для періодичних сигналів. Вхідний сигнал можна подати у вигляді суми експоненціальних сигналів з відповідними амплітудами та фазами, тобто розкласти у ряд Фур’є:
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При проходженні через систему кожна гармоніка на виході набуває значення
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Отже по відомих гармоніках вихідного сигналі з допомогою ряду Фур’є можемо відтворити вихідний сигнал:
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б) для поодинокого імпульсу. Оскільки  спектральна густина сигналу на виході - 
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, то застосувавши обернене перетворення Фур’є  маємо сигнал на виході:
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Слід зауважити, що передаточна характеристика кола  - це реакція кола  на гармонічний сигнал. Таким чином використовуючи метод комплексних амплітуд для стаціонарного випадку можемо знайти передаточну характеристику кола, адже вона виявляється не що інше як комплексний коефіцієнт передачі.
Приклад.8.7. Знайти напругу на виході кола з передаточною характеристикою 
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Рішення. Використовуючи формулу прямого перетворення Фур’є знайдемо спектральну густину вхідного сигналу 
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Передаточна характеристика кола 
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Скориставшись оберненим перетворенням Фур’є, знаходимо вихідний сигнал:
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Відомо, що 
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Скориставшись цим, знаходимо значення інтегралу на двох ділянках часового інтервалу
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Об’єднуючи ці два розв’язки, отримаємо вихідний сигнал.
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8.3.5. Зв’язок між характеристиками лінійного кола.

Якщо на вхід лінійного кола подати 
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При проходженні одиничної сходинки через лінійне коло на виході отримаємо перехідну характеристику 
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Із наведених формул легко помітити, що 
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 Звідки 


[image: image533.wmf])

0

(

)

(

)

(

h

d

g

t

h

t

-

=

ò

¥

-

t

t

.                                              (8.22)
Якщо розрив відсутній то  - 
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 Формули (8.21) - (8.23) установлюють зв’язок між імпульсною перехідною та перехідною характеристиками лінійного кола.
Приклад.8.8. Імпульсна характеристика електричного кола відома, і дорівнює 
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Розв’язок. Для знаходження перехідної характеристики скористаємося формулою (8.22): 
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Скористаємося формулою зв’язку між перехідною та передаточною характеристиками кола (8.20) для знаходження передаточної характеристики: 
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Чому в останньому інтегралі нижню межу інтегрування ми поклали рівною 0?

8.3.6.Енергетичні характеристики сигналу у частотній області.

Зручним енергетичним параметром сигналу 
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Поняття енергії сигналу має сенс лише у тому випадку, коли інтеграл скінчений. Сигнали зі скінченою енергією називаються енергетичними (а також імпульсними). Для деяких сигналів (наприклад, періодичних) інтеграл (8.24) дорівнює нескінченості і поняття енергії втрачає сенс. В таких випадках розглядають середню в часі енергію, тобто потужність.
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Змінюючи порядок інтегрування в правій частині цього виразу, отримаємо
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Внутрішній інтеграл у правій частині отриманого виразу дорівнює
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Оскільки для дійсної функції 
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Отримане співвідношення установлює, що енергія сигналу дорівнює площі під кривою 
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Приклад:
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Енергію такого сигналу можна знайти безпосередньо:
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На основі теореми Парсеваля знайдемо енергію сигналу , що припадає на діапазон частот від
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Отже 
[image: image580.wmf]2

2

1

)

(

w

a

w

a

w

a

w

+

-

=

+

=

j

j

F

&

, а - 
[image: image581.wmf]2

2

1

)

(

w

a

w

+

=

W

. Енергія в діапазоні частот - 
[image: image582.wmf]a

w

ap

w

w

a

p

w

w

arctg

d

E

1

1

1

)

(

0

2

2

=

ò

+

=

. При граничній частоті 
[image: image583.wmf]a

w

=

гр

 - 
[image: image584.wmf]a

4

1

=

E

, що вдвічі менша від загальної енергії. В смузі частот   
[image: image585.wmf]a

w

3

,

6

£

 - 
[image: image586.wmf]a

2

1

9

.

0

=

E

. 

Такі оцінки дозволяють обмежити ширину спектру сигналу, а отже і смугу пропускання лінійної системи, при цьому енергія сигналу залишиться майже без зміни. 

У випадку періодичних сигналів 
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Середня потужність (або просто потужність) сигналу 
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 визначається як середня потужність, що виділяється на резисторі з опором в 1 ом при протіканні через нього струму 
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Утворимо нову функцію 
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При скінченому 
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тому середня потужність
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Із збільшенням інтервалу 
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Отже
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Із формули  (8.27) випливає, що спектр щільності потужності є парною функцією частоти 
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, тому формулу (6.28) можна записати у вигляді
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Спектр щільності потужності зберігає інформацію лише про амплітуди спектральних складових 
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, інформація про фази втрачається. Звідси випливає, що усі сигнали з однаковим спектром амплітуд і різними спектрами фаз будуть мати однакові спектри щільності потужності.

Отже, даному сигналу відповідає єдиний спектр щільності потужності. Обернене твердження не вірне; може існувати значна кількість сигналів з одним і тим же спектром щільності потужності. 
Можна показати, що спектри щільності потужності вихідного 
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тут 
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За відомим спектром щільності потужності вихідного сигналу можна відновити середнє значення квадрату вихідного сигналу, яке дорівнює площі, обмеженої  графіком спектра щільності потужності вихідного сигналу , діленої на 
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Ортогональність складових ряду Фур’є дозволяє отримати просту формулу для розрахунку потужності періодичного сигналу. Активна потужність, що виділяється на ділянці кола
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Отже, середня потужність періодичного коливання дорівнює сумі середніх потужностей кожної гармонічної складової коливань.

Визначимо середню потужність сигналу (або просто потужність), як потужність що виділяється на резисторі  з опором в 1 Ом (нормована енергія). Для нормованої енергії миттєва потужність 
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Останній вираз відомий під назвою рівність Парсеваля для періодичних сигналів.

Рівність Парсеваля дозволяє подати діючі значення періодичних  напруги та струму у вигляді
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де 
[image: image629.wmf]k
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, 
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 діючі значення k-ої гармоніки напруги та струму відповідно.

Знаючи амплітудний спектр та порівнюючи квадрати амплітуд окремих гармонік, можна оцінити розподіл загальної потужності сигналу по частотному діапазону.

8.4.Спектри модульованих сигналів.


Модуляція необхідна для перенесення інформації, що міститься  в низькочастотних сигналах, за допомогою електромагнітних хвиль. Справа в тому, що телефонні, телеграфні або телевізійні сигнали є порівняно низькочастотними і безпосереднє їх випромінювання у вигляді електромагнітних хвиль важко здійснити. Тут на допомогу надходить модуляція. Інформаційні низькочастотні сигнали накладаються (або краще сказати «віддруковуються»)  на високочастотнім сигналі, котрий таким чином стає переносником інформації. Тому частоту такого сигналю називають зазвичай несучою частотою. У місці сприймання з модульованого ВЧ - сигналу виділяють (відновлюють) інформаційний низькочастотний сигнал, який і використовують за призначенням.  


8.4.1.Амплітудна модуляція. 
При амплітудній модуляції низькочастотний сигнал 
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 відбивається на амплітуді несучого коливання яке вважається гармонічним. Проте гармонічне коливання – це коливання зі сталими параметрами. Виникає методичне питання: в якій мірі модульоване коливання можна вважати гармонічним? Відповідь: якщо на протязі періоду 
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 високочастотного коливання інтенсивність низькочастотного сигналу 
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 (або амплітуда модульованого сигналу 
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[image: image635.wmf]1

)

(

)

(

0

<<

×

t

e

T

dt

t

de

.                                                       (8.35)
Для оцінки швидкості зміни інтенсивності низькочастотного сигналу скористаємося нерівністю С.Н. Бернштейна, яка стверджує, що якщо сигнал 
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 обмежений за модулем деяким максимальним значенням  
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Звідки 
[image: image644.wmf]0
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. Таким чином, якщо максимальна частота у спектрі низькочастотного модулюючого сигналу значно менша від частоти несучого коливання, то модульоване коливання можна вважати гармонічним (часто для такого процесу вводиться поняття квазігармонічного процесу) 

Амплітудна модуляція з подавленою несучою.

При амплітудній модуляції (АМ) амплітуда високочастотного сигналу  з частотою 

 змінюється у відповідності до величини низькочастотного сигналу 
[image: image645.wmf])

(

t

f

  , 




[image: image646.wmf]t

t

f

t

U

1

1

cos

)

(

)

(

w

=

                                                             (8.37)

Так, наприклад, якщо модулюючий сигнал має вигляд деякого імпульсу (рис.8.21,а), то модульований сигнал являє собою високочастотні коливання, обвідна яких повторює форму модулюючого сигналу (рис.8.21,в). Модулюючий сигнал інколи називають відеосигналом (відео імпульсом), а модульований ним ВЧ - сигнал  -  радіосигналом або радіоімпульсом.
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Рис.8. 21
Оскільки реалізація процесу модуляції здійснюється шляхом множення двох сигналів низькочастотного 
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 має такий  самий спектр, як і сигнал 
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Оскільки у спектрі модульованого сигналу відсутня складова несучої частоти (див. рис. 8.21,г) то такий метод модуляції називається амплітудною модуляцією з подавленою несучою (АМ-ПН).

При АМ-ПН частотний спектр повідомлення 
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зміщується на 
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. Щоб отримати вихідне повідомлення 
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 із модульованого сигналу, необхідно змістити спектр в його початкове положення. Процес перенесення спектру в його початкове положення називається демодуляцією або детектуванням.

Процес перенесення спектру модульованого сигналу здійснюється у приймачі шляхом множення його на 
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з подальшою низькочастотною фільтрацією. У результаті множення отримаємо:
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Отже, якщо
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Спектр сигналу показаний на рис.8.22.
[image: image826.wmf] 
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Як випливає із рисунку початковий сигнал 
[image: image662.wmf])
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 можна виділити, якщо скористатися фільтром нижніх частот, який пропускає складові спектру 
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і затримує решту складових поблизу частот 
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. Можлива форма АЧХ такого фільтру показана пунктирною лінією на рис.8.22. Цікаво, що процес обробки сигналу на стороні приймача такий же як і на передавачі. Розглянутий прийом виділення повідомлення із модульованого сигналу називається синхронним або когерентним детектуванням і досить широко застосовується в експериментальній фізиці при обробці слабих сигналів на фоні шуму.
Амплітудно-модульовані коливання.

Із викладеного випливає, що при такій системі передачі необхідно генерувати місцеву несучу у приймачі. Виявляється, що сама система передачі дуже критична до несучої частоти. Наприклад, розглянемо місцеву несучу з незначним відхиленням, тобто з незначною частотною похибкою 
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Доданку 
[image: image669.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image670.wmf]t

t

f

)

2

cos(

)

(

1

w

w

D

+

 відповідає спектр сигналу 
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 перенесений на частоти 
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, який можна відфільтрувати ФНЧ. На виході фільтру отримаємо сигнал, який відповідає доданку 
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 EMBED Equation.3  [image: image674.wmf])
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. Хоча, зазвичай, відхилення 
[image: image677.wmf]w

D

 незначні , проте такі спотворення  сигналу є недопустимі. Тому дуже важливо і в передавачі і в приймачі мати   однакові несучі частоти. В одно канальних системах (експериментальних установках) де на один передавач існує один приймач і для яких не складно реалізувати спільну несучу такий метод виправданий. З іншого боку, в системах радіомовлення , де один передавач обслуговує значну кількість рознесених у просторі  (і часто на значну відстань) приймачів, економічно доцільно мати найпростіші дешеві приймачі , а  формування стабільної місцевої несучої вносить значні ускладнення у конструкції приймачів . Тому в  таких системах зв’язку разом з сигналом 
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 передається несуче коливання значного рівня, що виключає необхідність у формуванні несучої у приймачі. Отже у цьому випадку передається сигнал
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тут коефіцієнт глибини модуляції 
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 визначається співвідношенням 
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 - нормований до максимального значення низькочастотний сигнал.

Щоб модульоване коливання було квазігармонічним  необхідно, щоб вираз у квадратних дужках  формули (8.38) завжди був позитивним, а це можливо, якщо
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При цьому коефіцієнт  глибини модуляції буде меншим від одиниці і  обвідна модульованого коливання буде повторювати форму  повідомлення  
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.
Модульовані коливання, які утримують несуче коливання, амплітуда якого задовольняє умові (8.39), називаються амплітудно-модульованими коливаннями (АМ).

Розглянемо загальний випадок, коли спектр повідомлення 
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 не обов’язково дискретний. Скористаємося однією із форм загального  представленням АМ сигналу (8.38), а саме
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Очевидно, що спектр цього сигналу відрізняється від спектру коливання 
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 лише двома одиничними імпульсами на частотах
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Модулюючий , модульований сигнали та їх спектри показані на рис. 8.23.
[image: image827.wmf] 
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[image: image690]
Рис.8. 23
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 На прикладі одно тональної модуляції , коли  низькочастотний сигнал 
[image: image691.wmf])

(

t

f

є гармонічним коливанням  частоти 
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 (рис.8.24,а),  розглянемо основні поняття, що характеризують АМ коливання як у частотній так і у часовій областях . Графік такого коливання показаний на рис.8.24,б , а аналітична залежність описується формулою
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Залежність (8.40) можна розглядати як функцію, що описує ’’майже гармонічні’’ коливання з частотою 
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, та амплітудою, яка змінюється у часі за законом
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Коефіцієнт глибини модуляції 
[image: image697.wmf]m

 можна виразити через параметри сигналу у часовій області 
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З цих рівнянь отримуємо:   
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Знайдемо спектральні складові АМ сигналу . Перетворюючи добуток косинусів у суму, легко довести, що вираз (8.40) можна подати у вигляді:
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Звідси випливає, що якщо амплітудна модуляція здійснюється гармонічним сигналом, то спектр АМ - коливань складається з трьох гармонічних компонентів: несучої частоти 
[image: image704.wmf]1
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 і двох бокових частот 
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 (рис.8.26). При цьому амплітуди бокових частот не можуть перевищувати половини амплітуди несучої частоти оскільки  
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.Сама ж амплітудна модуляція розглядається тепер як биття несучої частоти з боковими.
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Енергетичні характеристики АМ -сигналів.

Варто звернути увагу на те, що при спектральному представлені АМ сигналу інформація про модуляцію закладена у бокових частотах. А потужність , що переноситься несучим коливанням витрачається марно. Оцінимо коефіцієнт корисної дії таких систем зв’язку. Модульований сигнал є сумою несучого коливання 
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На основі теореми Парсеваля для періодичних сигналів потужність 
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 несучого коливання є середнє квадратичне значення  
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 дорівнює середньому квадратичному значенню 
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 (Показати, що це насправді так). Отже коефіцієнт корисної дії 
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Зокрема, якщо модуляція однотональна, тобто 
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 гармонічна функція то 
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Оскільки коефіцієнт глибини модуляції не перевищує одиниці (
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), то  коефіцієнт корисної дії набуває максимального значення  при 
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Отже, при максимальному значенні коефіцієнта глибини модуляції ефективність передачі дорівнює 33%; 67% потужності переноситься несучим коливанням і витрачається марно. При 
[image: image723.wmf]1
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 ефективність менша 33%. 

У системах передачі інформації при АМ-ПН несуча відсутня і їх  ефективність складає 100%.
8.4.2.Кутова модуляція.

Як раніше зазначалося при модуляції  низькочастотне повідомлення  ’’віддруковується’’ на амплітуді, частоті або фазі високочастотного несучого коливання . Проте, за означенням,  гармонічним вважається  коливання  у якого  амплітуда, частота та початкова фаза є сталими величинами.

Тому необхідно поширити поняття гармонічного коливання на функцію більш загального вигляду, амплітуда частота та фаза якої можуть змінювати у часі. Поняття змінної амплітуди було розглянуто раніше при вивченні амплітудно-модульованих сигналів. 

При введенні поняття ’’миттєва частота’’ виникають труднощі методичного характеру. Річ у тім, що для того щоб  визначити частоту коливання  гармонічного сигналу необхідно знати поведінку сигналу на деякому  проміжку  часу (по крайній мірі хоча б на проміжку часу 
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, тут  
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- період гармонічного коливання). А як же бути з коливаннями у яких частота змінюється неперервно, адже для їх характеристики потрібна миттєва частота? Для цього вводиться узагальнене гармонічне коливання
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 - фаза гармонічного коливання, яка залежить від часу.

У випадку сигналу зі сталою частотою - 
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Тут частота 
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 стала і визначається як похідна кута 
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Модуляцію, при якій фаза узагальненого коливання залежить деяким чином від 
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Якщо миттєва частота 
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тут: 
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 - значення частоти у відсутності корисного сигналу; 
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- деякий коефіцієнт пропорційності. При частотній модуляції фаза узагальненого сигналу буде рівною
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Якщо фаза узагальненого гармонічного сигналу 
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то таку модуляцію називають фазовою. 
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- коефіцієнт пропорційності. 

Таким чином можна записати аналітичні залежності для частотно та фазово-модульованих сигналів :
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Викладки, аналогічні для випадку АМ сигналу, показують, що такі сигнали можна вважати квазігармонічними, якщо найвища частота у спектрі модулюючого сигналу
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Аналіз ФМ та ЧМ -сигналів з математичної точки зору значно складніший, ніж дослідження АМ-коливань. Тому  розглянемо найпростішу одно тональну модуляцію коли для  ЧМ-сигналу 
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ФМ-сигнали.

Фаза узагальненого гармонічного сигналу у випадку однотональної модуляції має вигляд 
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Таким чином при фазовій модуляції має місце  зміна частоти.  Максимальне відхилення частоти 
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ЧМ-сигнали.

При частотній модуляції фаза узагальненого гармонічного сигналу та миттєва частота згідно (8.44) та (8.43) відповідно дорівнюють:
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 Як випливає з формули (8.49) при частотній модуляції спостерігається фазова модуляція. Девіація частоти при частотній модуляції - 
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Якщо взяти до уваги значення індекса кутової модуляції , то аналітична форма запису однотонального ЧМ та ФМ-сигналів будуть однотипні, а саме: 
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Саме тому на осцилограмі практично неможливо виявити з яким типом модуляції маємо справу.

Спектральні характеристики ФМ та ЧМ-сигналів  
Оскільки аналітична форма ФМ та ЧМ-сигналів  однакова то при спектральному розкладі розглянемо лише ФМ-сигнали для яких формулу (8.53) перетворимо наступним чином: 
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Вирази 
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 і можуть бути розкладеними у ряд Фур’є. В теорії спеціальних функцій доводяться  наступні співвідношення :
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де 
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Після стандартних тригонометричних перетворень отримаємо
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У теорії функцій Беселя показано, що функції з позитивними та від’ємними індексами пов’язані між собою співвідношеннями: 
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Враховуючи це математичній моделі ФМ-сигналу можна надати компактної форми:
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Останнє співвідношення представляє собою розклад ФМ-коливання на гармоніки при гармонічному законі модуляції з частотою 
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 характеризує гармоніки нижньої бокової смуги частот.
Таким чином, спектр фазово - модульованих коливань містить. нескінченно велику кількість бокових частот, які  відстоять на 
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 від несучої частоти 
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 (рис.8.27). 
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Рис.8. 27
Теоретично він є нескінченно широким, але в дійсності на підставі деяких властивостей функцій Бесселя можна нехтувати всіма боковими частотами, у яких 
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Для малих значень індексу фазової модуляції (
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і, нехтувати всіма боковими частотами вище першої. Тоді вираз (8.57) істотно спрощується 
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Він вельми схожий на (8.41) для АМ - коливань і відрізняється від нього лише знаком у останньому члені., що вказує на додатковий фазовий зсув на 1800 нижнього бокового коливання
Оскільки аналітичні форми ФМ та ЧМ сигналів однакові, то усі зроблені вище висновки що до структури спектру ФМ - коливань залишаються придатними і для ЧМ коливань. Тільки замість індексу фазової модуляції стоїть індекс частотної модуляції, визначений вище. Так, наприклад, практична ширина спектру ЧМ - коливань буде 






[image: image790.wmf]W

)

1

(

2

+

=

f

f

m

П


Як правило реальні ФМ та ЧМ-сигнали характеризуються умовою 
[image: image791.wmf]1
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З цього, зокрема, випливає, що повна ширина спектру ЧМ та ФМ- коливань 
[image: image792.wmf]П

 при значних індексах кутової модуляції  
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 дорівнює подвоєній девіації частоти 
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Проте, необхідно мати на увазі, що ФМ та ЧМ-сигнали поводяться по різному  при зміні частоти та амплітуди модулюючого сигналу.

При частотній модуляції: девіація частоти пропорційна амплітуді модулюючого сигналу, і не залежить від частоти модуляції, а індекс кутової модуляції обернено пропорційний частоті модуляції. Для випадку фазової модуляції девіація частоти прямо пропорційна частоті модулюючого сигналу, а індекс кутової модуляції  не залежить від частоти і прямопропорційний амплітуді модулюючого коливання.

Ці відмінності у поведінці параметрів ФМ та ЧМ-сигналів  у залежності від частоти модулюючого сигналу при сталій амплітуді показані на рис. 8.28.

[image: image796]
Рис.8. 28
З цього, зокрема, випливає, що повна ширина спектру ЧМ – коливань на відміну від ФМ- коливань практично не залежить від частоти модуляції 
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. При збільшенні 
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 індекс частотної модуляції змінюється обернено пропорційно 
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, а ширина спектру згідно () практично залишається незмінною. Причому на АЧХ спектру гармоніки  ’’розсовуються’’, а  кількість гармонік , які необхідно брати до уваги зменшується.  При ФМ-коливаннях індекс кутової модуляції не залежить від 
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. Тому при збільшенні 
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 збільшується і ширина спектру .

У протилежному випадку (
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) ширина спектру для обох типів модуляції  складає -  
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Основна перевага систем зв’язку з ФМ та ЧМ –сигналами  - висока завадостійкість –проявляється при значних індексах кутової модуляції. Отже смуга частот, яку займають ФМ та ЧМ –сигнали, значно перевищує смугу частот при амплітудній модуляції. Тому частотну та фазову модуляції застосовують у відносно вільних діапазонах ультракоротких хвиль.  
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