Тема 5.

Перехідні процеси у лінійних колах.
Задача дослідження перехідних процесів полягає у тому, щоб виявити:
1. За яким законом будуть змінюватися струми та напруги у колі під час перехідних процесів?

2. Як довго триватимуть перехідні процеси?
Класичний метод дослідження перехідних процесів.
Очевидно, що при такій постановці задача дослідження перехідних процесів зводиться до знаходження миттєвих значень струмів 
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 після комутації.  З цією метою на основі рівнянь Кірхгофа (з підключеням компонентних рівнянь) для кола складається система інтегродиференціальних рівнянь. Шляхом виключення змінних таку систему можна звести до одного лінійного неоднорідного диференціального рівняння  
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 (5.1)

тут: 
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 - функція часу, яка залежить від параметрів джерел електромагнітної енергії. Порядок диференціального рівняння залежить від кількості реактивних елементів у колі та способу їх з’єднання. 

Загальний розв’язок (complete response, перехідна величина) лінійного неоднорідного  диференціального  рівняння 
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 складається із загального розв’язку (natural response , вільна складова) однорідного рівняння 
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 та частинного розв’язку (forced response, вимушена складова) неоднорідного рівняння 
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Загальний розв’язок однорідного диференціального рівняння записується у вигляді
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(5.2)
де 
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- сталі інтегрування; 
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- однократні корені характеристичного рівняння
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The natural response or transient response is the circuit’s temporary response

that will die out with time.

Якщо корінь характеристичного рівняння 
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 має кратність 
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 то йому у сумі (5.2) відповідає доданок
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The forced response or steady-state response is the behavior of the circuit

a long time after an external excitation is applied.
Пошук частинного розв’язку  неоднорідного диференціального рівняння 
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 зводиться до знаходження стаціонарного значення перехідної величини після комутації методами теорії кіл.
 Для усунення неоднозначності розв’язку (знаходження сталих інтегрування 
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) необхідно скористатися однозначними початковими умовами. 
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 (5.3)

Ці співвідношення представляють собою так звані закони комутації  і є основою для визначення початкових умов при розрахунку перехідних процесів.  Закони комутації дозволяють знайти 
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 (тобто після комутації ) за відомими напругами та струмами до комутації  - 
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Величини 
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відіграють ключову роль при розрахунку перехідних процесів і дістали назву змінних стану (stage variables). Бо тільки для цих змінних задача буде вирішена однозначно.

При дослідженні перехідних процесів можна складати диференціальне  рівняння і відносно інших змінних у колі. Проте при цьому виникають додаткові кропіткі викладки, особливо для складних кіл, які пов’язані із застосуванням рівнянь Кірхгофа для знаходження початкових умов із використанням знову ж таки законів комутації

Таким чином математично задача розрахунку перехідних процесів зводиться до розв’язку диференціального рівняння відносно змінної стану. Початкові умови - закони комутації.

Метод дослідження перехідних процесів, що базується на інтегруванні диференціальних рівнянь називається класичним методом.
Приклад 5.1. Для кола, схема якого показана на рис.5.1, знайти 
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Рис.5. 1
Рішення. На основі правил Кірхгофа  і компонентних рівнянь для даного кола записуємо рівняння:
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 Характеристичне рівняння
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Приклад 5.2. Для кола, схема якого показана на рис.5.2, знайти напругу 
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Рис.5. 2
Рішення. Запишемо рівняння на основі правил Кірхгофа  для даного кола після комутації (замикання ключа у мить часу 
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. Характеристичне рівняння , що відповідає отриманому диференціальному :
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 Корені характеристичного рівняння
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Отже вільна складова
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Вимушена складова 
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Отже  
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Знаходимо сталі інтегрування:
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А друге рівняння? 
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Після комутації 
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 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image70.wmf]0
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Отже  система:
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Example 5.3. Find vo(t) for t > 0 in the circuit of Fig. 5.3.
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Рис.5. 3
Solution:

This is an example of a second-order circuit with two inductors. Applying KVL to the two meshes yields
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(5.3.1)
and
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(5.3.2)
From Eq. (5.3.1),
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(5.3.3)
Substituting Eq. (5.3.3) into Eq. (5.3.2) gives
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From this we obtain the characteristic equation as
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which has roots 
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(5.3.4)
where A and B are constants. The forced response is
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(5.3.5)
From Eqs. (5.3.4) and (5.3.5), we obtain the complete response as
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(5.3.6)
We finally obtain A and B from the initial values. From Eqs. (5.3.6)),
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 (5.3.7)
Taking the derivative of Eq. (5.3.3), setting t = 0 in the derivative, and enforcing Eq. (5.3.6), we obtain
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(5.3.8)
From Eqs. (5.3.7) and (5.3.8), A = −4/3 and B = −1. Thus,
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(5.3.9)
We now obtain i2 from i1. Substituting Eq. (5.3.9) into Eq. (5.3.3) gives
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(5.3.10)
From Fig. 5.3,
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(5.3.11)
Substituting Eqs. (5.3.9) and (5.3.10) into Eq. (5.3.11) yields
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Note that vo(0) = 0, as expected from initial conditions.
Перехідні процеси у колах першого порядку. Спрощений підхід. 

Перехідні процеси в колах будь якої складності з одним конденсатором або однією індуктивною котушкою описуються диференціальним рівнянням першого порядку відносно змінної стану. Структура загального розв’язку такого рівняння має вигляд (
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(5.4)
Постійна часу кола 
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- внутрішній опір еквівалентного генератора по відношенню до реактивного елементу. Стаціонарне значення 
[image: image105.wmf])

(

t

x

¢

¢

 знаходимо із аналізу найпростішого кола після комутації. 
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Example 5.4. Switch in Fig. 5.4  has been in position A for a long time. At t = 0, the switch moves to B. Determine v(t) for t > 0 and calculate its value at t = 1 s and 4 s.
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Рис.5. 4
Solution:

For t < 0, the switch is at position A. Since v is the same as the voltage across the 5-k
[image: image109.wmf]W

_resistor, the voltage across the capacitor just before t = 0 is obtained by voltage division as
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 Using the fact that the capacitor voltage cannot change instantaneously,
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For t > 0, the switch is in position B. The Thevenin resistance connected to the capacitor is RTh = 4 k
[image: image112.wmf]W

_, and the time constant is
τ = RThC = 4 × 103 × 0.5 × 10−3 = 2 s.
Since the capacitor acts like an open circuit to dc at steady state, 
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(∞)]e−t/τ= 30 + (15 − 30)e−t/2 = (30 − 15e−0.5t ) V.

At t = 1,
v(1) = 30 − 15e−0.5 = 20.902 V.
At t = 4,

v(4) = 30 − 15e−2 = 27.97 V.
Основи операторного методу (The Laplace transforms method).

В основі операторного методу дослідження перехідних процесів лежить інтегральне перетворення Лапласа. Якщо функція 
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То їй у відповідність можна поставити функцію 
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Функцію 
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, що задовольняє умовам 1- 3 називають оригіналом, а її перетворення Лапласа , тобто 
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Лінійність. Формула (7.21) лінійна відносно підінтегрального множника 
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Таблиця відповідності для найпростіших сигналів
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	При нульових початкових умовах  
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Приклад 5.5. Знайти зображення функції 
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Перехід від зображень до оригіналів.

В операторному методі розрахунку перехідних процесів у складних електричних колах необхідно вміти знаходити функції по відомому зображенню. Існують три шляхи вирішення цієї  проблеми.

1. Обернене перетворення Лапласа
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Цим прийомом, як правило користуються, після ознайомлення з правилами інтегрування комплексних функцій на комплексній площині.

2. Перехід від оригіналу до зображення і навпаки здійснюється за допомогою таблиць відповідностей, що заздалегідь складені для найбільш характерних функцій.

3. Використання формул розкладання  (формул Хевісайда).

Зупинимося  детально на третій позиції. Якщо зображення 
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Формула (5.5) називається першою формулою Хевісайда.

Друга формула Хевісайда відноситься до випадку коли многочлен знаменника має один нульовий корінь, тобто 
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Тоді
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Третя формула Хевісайда відноситься до випадку, коли поліном 
[image: image182.wmf])

(

2

p

F

 має кратні корені. Нехай 
[image: image183.wmf])

(

2

p

F

має кратні корені, тобто:


[image: image184.wmf]r

n

r

n

n

p

p

p

p

p

p

p

F

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

1

1

2

-

×

×

×

-

-

=

,

причому 
[image: image185.wmf]n

n

r

i

i

=

å

=

1

, де 
[image: image186.wmf]n

- порядок многочлена 
[image: image187.wmf])

(

2

p

F

. Тоді 


[image: image188.wmf]å

å

=

=

-

-

=

Û

=

r

k

n

j

t

p

j

n

k

kj

k

k

k

e

t

j

n

A

t

f

p

F

p

F

p

F

1

1

2

1

)

)!

(

(

)

(

)

(

)

(

)

(

,

де 
[image: image189.wmf]k

p

p

k

n

k

j

j

kj

p

F

p

F

p

p

dp

d

j

A

=

-

-

ú

ú

ú

ù

ê

ê

ê

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

)

(

)

(

)

(

)!

1

(

1

2

1

1

1

.

Особливості розрахунку складних кіл операторним методом.

1. Нульові початкові умови.

Тому при дослідженні перехідних процесів операторним методом рекомендують інший від звичайного кола переходять до операторного за правилами:

	Звичайне коло
	Операторне коло

	Резистор з опором 
[image: image190.wmf]R


	        Резистор з опором 
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	Індуктивна котушка з індуктивністю 
[image: image192.wmf]L


	        Резистор з опором 
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	Конденсатор з ємністю 
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	        Резистор з опором 
[image: image195.wmf]Cp
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	Джерело енергії
	        Зображення джерела енергії


Перехід від оригіналів до зображень для джерел електромагнітної енергії здійснюється за допомогою прямого перетворення Лапласа. Наприклад, якщо в мить часу 
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 до кола підключається джерело постійної ЕРС 
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Ненульові  початкові умови. Якщо до комутації струми індуктивних котушок та напруги на конденсаторах мали певне значення, то перехід від звичайного кола до операторного  здійснюється за такими правилами:
	Звичайне коло
	Операторне коло
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Перехід від оригіналів до зображень для джерел електромагнітної енергії здійснюється як і при нульових початкових умовах за допомогою прямого перетворення Лапласа. 

Із лінійності законів Кірхгофа випливає, що для зображень струмів, напруг та ЕРС мають місце аналогічні закони Кірхгофа в операторній формі
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Проте закони Кірхгофа в операторній формі мають алгебраїчну форму, і початкові умови вже присутні в самих рівняннях.  Скориставшись методом рівнянь Кірхгофа можемо знайти зображення реальних струмів в операторному колі. При цьому, оскільки перетворення лінійні, то для вирішення задачі аналізу в операторному колі можна користуватися принципом суперпозиції, а отже і методом контурних струмів, методом вузлових потенціалів, методом еквівалентного генератора, методом еквівалентних перетворень.

Операторний метод розрахунку перехідних процесів.

Розрахунок перехідного процесу операторним методом складається  із трьох етапів.

Перший етап - перехід від звичайного електричного кола до операторного -  заміна реальних елементів кола еквівалентними операторними. Початкові умови , що входять в еквівалентні операторні схеми, знаходять із законів комутації шляхом аналізу процесів у реальному колі до комутації.

Другий етап - знаходження зображень реальних струмів та напруг - аналіз операторного кола методами розрахунку складних кіл.

Третій етап - визначення оригіналу шуканої величини - перехід від зображення до оригіналу.

Приклад 5.6. Задачу Прикладу 5.1 розв’язати операторним методом

Рішення. З урахуванням початкових умов схема кола (рис. 5.5) для аналізу операторним методом:
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Рис.5. 5
Метод вузлових потенціалів:
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Керуючу величину 
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 виражаємо через змінну методу 
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 і підставляємо у вузлове рівняння:
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Отже 
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Приклад 5.7.  Імпульс, що має вигляд половини періоду синусоїди 
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прикладений до кола, що складається із послідовно увімкнених резистора і конденсатора. Необхідно знайти струм  у колі при 
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. Нарисуйте схему кола і форму імпульсу прикладеного до кола.

Рішення. Одиночний імпульс вказаної форми можна подати у вигляді суперпозиції двох синусоїд: синусоїди 
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, прикладеної у мить часу 
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. Для послідовного кола  - 
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Скориставшись принципом суперпозиції, першою формулою Хевісайда і теоремою про затримку після громіздких  (але не складних)  викладок отримаємо 
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Для знаходження струму при 
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Задачi. 

1. Імпульс, що має вигляд половини періоду синусоїди 
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прикладений до кола, що складається із послідовно увімкнених резистора і індуктивної котушки. Необхідно знайти струм  у колі при 
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. Нарисуйте схему кола і форму імпульсу прикладеного до кола.
2. Determine v and i for t > 0 in the circuit of Fig. 5.6. The problem to be solved the classical method and the Laplace transforms method.
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Fig.5. 6
Answer: 8(1 − e−5t ) V, 2(1 − e−5t ) A.
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